Bolum 17: Minimum
Kapsayan Agaclar
C ile Veri Yapilan ve Algoritmalar

Kapsayan agag Es bigimlilik Ac¢g0zIi yontem Kruskal Union-find Prim

Heap
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GiRiS

Ogrenme Ciktilan

Tanimlamak

Kapsayan agaci, agag/agac disi kenarlari ve
once derinligine/genisligine kapsayan
agaclan agiklamak.

Kruskal

Kenarlari artan maliyetle secip dongtiyu
union-find ile yakalayan Kruskal'i C ile
izlemek.

Analiz

O(e log e), O(n?), O(e log n) sinirlarini
karsilastirip yogun/seyrek cizgeye gore
secmek.

Saymak

Bir ¢izgenin kapsayan agaclarini Gretme
yollarini ve es bigimlilik (izomorfizm)
kavramini tartismak.

Prim
Tek 6begi buyuten Prim'i O(n?) dizilerle ve
heap ile gerceklemek.

Yaklasim
“Veri yapisini kesfetmek”: min-heap ve
kiimeler algoritmayi nasil hizlandirir?



KAPSAYAN AGACLAR
Gezinme Kenarlari ikiye Ayirir

Baglantil bir cizgede DFS ya da BFS ile tim diguimler ziyaret edilince kenarlar iki gruba ayrilir:

T: agag kenarlan (tree) N: agac disi kenarlar (non-tree)

islenen, yeni bir digime gotiren kenarlar islenmeyen kenarlar (kesikli). DFS'de geri

(kalin kirmizi). Tam n —= 1 tanedir. (back), BFS'de capraz (cross) kenar olarak da
siniflanir.

once derinligine kapsayan aga¢ (0'dan) once genisligine kapsayan agag (0'dan)

DFS: N = {(0,2), (1,4), (6,7)} - BFS: N = {(4,7), (5,7), (6,7)}



KAPSAYAN AGACLAR

Tanim: Kapsayan Agac¢ (Spanning Tree)

Tanim: Bir kapsayan agac, tim digumleri birbirine baglayan, ¢izgenin kenarlarindan olusan
agactir: n digum, n = 1 kenar, dongu yok.

ke 1 X2

Es bicimlilik (izomorfizm) Kag tane?

K4 tam cizgedir. a ve b farkl iki kapsayan K4'lin 16 kapsayan agaci vardir (Cayley: n"™? =
agactir (a bir yol, b bir yildiz); ¢, d, e ise a ile 4% = 16): 12 yol bicimli + 4 yildiz. Agirliklar

es bicimlidira=c=d = e. devreye girince "kag tane?” sorusu yeniden

ele alinir,



KAPSAYAN AGACLAR

Es Bicimlilik, Cizim ve Diizlemsellik

Hocadan: "Giizel bir 4. sinif projesi olabilir:
3 boyutlu gosterimle a = e gosterimini
yapan program, algoritma... Hangi
dugumler yer degistirmeli?”

baska bir cizimi: tek kesisme (kirmizi) Hocadan: “Bunlar zor problemler... Master

ya da doktora yapilirsa bunlarla

ugrasilabilir. Bu arada “Master ya da

* Es bi¢cimliligi sinamak icin DFS/BFS'den yararlanilir; ama doktora yapilmadikca problem ¢ozilemez.”
genelde zor bir problemdir. demis oluyoruz.”

Ayni cizge (K3 3), iki farkli gizim

e Kenarlari kesismeden cizilebilen cizge diizlemseldir
(planar). K3 3 diizlemsel degildir: en az bir kesisme gerekir.

 Devre tasariminda: K3 3 bicimli bir devre en az iki katman
ister.



KAPSAYAN AGACLAR

Soru: Ka¢ Farkh Kapsayan Aga¢ Vardir?

e kenar arasindan n - 1 kenar C(e, n — 1) bicimde secilir; her secimde dongi olup olmadigi denetlenir ve es

bicimliler ayiklanir. Burada C(5, 3) = 10 se¢imin 8'i agactir.

baslangic agaci T (3 kenar)

Once bir kapsayan agac bulunur (6r. DFS ile).

Adm1/6
Bu algoritma uzundur; bu ylizden tercih etmek mantikli degildir. (Kesin sayi i¢in Kirchhoff

matris-aga¢ teoremi kullanilir — ileri konu.)



KAPSAYAN AGACLAR

Soru: Ka¢ Farkh Kapsayan Aga¢ Vardir?

e kenar arasindan n - 1 kenar C(e, n — 1) bicimde secilir; her secimde dongi olup olmadigi denetlenir ve es

bicimliler ayiklanir. Burada C(5, 3) = 10 se¢imin 8'i agactir.

+ (D,A) — dongii A-B-C-D-A

Agac disi bir kenar eklenir: tam bir dongu olusur.

Adm?2/6
Bu algoritma uzundur; bu ylizden tercih etmek mantikli degildir. (Kesin sayi i¢in Kirchhoff

matris-aga¢ teoremi kullanilir — ileri konu.)



KAPSAYAN AGACLAR

Soru: Ka¢ Farkh Kapsayan Aga¢ Vardir?

e kenar arasindan n - 1 kenar C(e, n — 1) bicimde secilir; her secimde dongi olup olmadigi denetlenir ve es

bicimliler ayiklanir. Burada C(5, 3) = 10 se¢imin 8'i agactir.

(A,B) cikarildi — yeni agag

Dongulideki (A,B) gikarilir — farkh bir kapsayan agag. Sonra geri eklenip bir sonraki cikarilir.

Adm3/6
Bu algoritma uzundur; bu ylizden tercih etmek mantikli degildir. (Kesin sayi i¢in Kirchhoff

matris-aga¢ teoremi kullanilir — ileri konu.)



KAPSAYAN AGACLAR

Soru: Ka¢ Farkh Kapsayan Aga¢ Vardir?

e kenar arasindan n - 1 kenar C(e, n — 1) bicimde secilir; her secimde dongi olup olmadigi denetlenir ve es

bicimliler ayiklanir. Burada C(5, 3) = 10 se¢imin 8'i agactir.

(B,C) cikarildi — yeni agag

Donguldeki (B,C) cikanhir — farkli bir kapsayan agag. Sonra geri eklenip bir sonraki ¢ikarilir.

Adm4/6
Bu algoritma uzundur; bu ylizden tercih etmek mantikli degildir. (Kesin sayi i¢in Kirchhoff

matris-aga¢ teoremi kullanilir — ileri konu.)



KAPSAYAN AGACLAR

Soru: Ka¢ Farkh Kapsayan Aga¢ Vardir?

e kenar arasindan n - 1 kenar C(e, n — 1) bicimde secilir; her secimde dongi olup olmadigi denetlenir ve es

bicimliler ayiklanir. Burada C(5, 3) = 10 se¢imin 8'i agactir.

(C,D) cikarildi — yeni agac

Donguldeki (C,D) cikarilir — farkli bir kapsayan agac. Sonra geri eklenip bir sonraki ¢ikarilr.

Adm5/6
Bu algoritma uzundur; bu ylizden tercih etmek mantikli degildir. (Kesin sayi i¢in Kirchhoff

matris-aga¢ teoremi kullanilir — ileri konu.)



KAPSAYAN AGACLAR

Soru: Ka¢ Farkh Kapsayan Aga¢ Vardir?

e kenar arasindan n - 1 kenar C(e, n — 1) bicimde secilir; her secimde dongi olup olmadigi denetlenir ve es

bicimliler ayiklanir. Burada C(5, 3) = 10 se¢imin 8'i agactir.

toplam 8 farkli agag

Butln agac disi kenarlar icin tekrarlanir. Bu cizgede 8 kapsayan agag var; ama yontem uzun
ve tekrar Uretir.

Adim 6 / 6
Bu algoritma uzundur; bu ylizden tercih etmek mantikli degildir. (Kesin sayi i¢in Kirchhoff

matris-agag teoremi kullanilir — ileri konu.)



KAPSAYAN AGACLAR

Kapsayan Agacin Ozellikleri

BFS kapsayan agaci: 8 digum, 7 kenar
(kahn kirmizi); agac disi 3 kenar kesikli.

Adim1/3

Tam n - 1 kenar, dongl yok, baglantili — tg¢linden ikisi
dcuncisunu gerektirir.

Her digum cifti arasinda tek yol vardir.

Bir agac disi kenar eklemek tek bir dongu olusturur;
donguden herhangi bir kenari ¢cikarmak yeni bir kapsayan
agac verir (kapsayan agaglari Gretme yontemi buna
dayanir).

Uygulama: agdaki gereksiz baglantilari atmak, yayin
(broadcast) agaci, elektrik devre denklemleri (Kirchhoff).



KAPSAYAN AGACLAR

Kapsayan Agacin Ozellikleri

Agac disi (6,7) eklenirse tam bir
dongii olusur: 6-2-0-1-3-7-6. Agac,
aga¢ olmaktan cikar.

Adim2/3

Tam n - 1 kenar, dongl yok, baglantili — tg¢linden ikisi
dcuncisunu gerektirir.

Her digum cifti arasinda tek yol vardir.

Bir agac disi kenar eklemek tek bir dongu olusturur;
donguden herhangi bir kenari ¢cikarmak yeni bir kapsayan
agac verir (kapsayan agaglari Gretme yontemi buna
dayanir).

Uygulama: agdaki gereksiz baglantilari atmak, yayin
(broadcast) agaci, elektrik devre denklemleri (Kirchhoff).



KAPSAYAN AGACLAR

Kapsayan Agacin Ozellikleri

o e Tam n - 1 kenar, dongu yok, baglantili — ti¢linden ikisi
S dcuncisunu gerektirir.

~
&
o e e Her dugum cifti arasinda tek yol vardir.

e o e e e Bir agac disi kenar eklemek tek bir déngu olusturur;

donguden herhangi bir kenari ¢cikarmak yeni bir kapsayan

o agac verir (kapsayan agaglari Gretme yontemi buna
dayanir).
Herhangi bir agag kenari, 6r. (0,2), o Uygulama: agdaki gereksiz baglantilari atmak, yayin
silinirse agag ikiye boliiniir: {2, 5, 6} (broadcast) agaci, elektrik devre denklemleri (Kirchhoff).

kopar. Kapsayan agac “en az kenarl”
baglantil alt cizgedir.

Adim3/3



MINIMUM MALIYET

Minimum Maliyetli Kapsayan Agac¢ (MST)

* Yonsuz cizgede kenarlar agirhikh olabilir: G(V, E) yerine

G(V, E, w). @ 28 )62

» Kapsayan agaclar icinde toplam kenar maliyeti en az 10 14 16
olan(lar): minimum kapsayan agag.

o Or. a: agdaki kenar maliyetleri bilgisayarlar arasi baglanti G:{ ﬁ:{ B})
maliyetidir. 25 24 18 12

o Or. b: 7 kdye elektrik/fiber optik: fizibilite hangi kdyden U 7 U
hangisine ka¢ km kablo gerektigini vermis. Baglanti 4 3

olmayan koyler arasi oo (yazilmiyor).

Ornek cizge

Hocadan: “Minimum kapsayan agaclari bulurken kenar secerken dongiiden kaginiyoruz... "“Asagi Tepecik
Koéyu'nden elektrik gelmezse Yukar Tepecik'ten gelsin.” Yok!”



MINIMUM MALIYET

Algoritmalar ve A¢gozli (Greedy) Yaklasim

Algoritmalar Programlama yontemleri

Kruskal, Prim, Sollin (Bortvka); ayrica reverse- Geri izleme (backtracking), acgozli (greedy),

delete. Bu bolimde ilk ikisi. dinamik programlama...

Greedy = israrci Ucg kural

Her adimda o an i¢in en iyi karar verilir ve 1) D6ngu olusturan kenar alinmaz. 2) En az

sonra degistirilmez; geri ddnmez. maliyetli tercih edilir. 3) n digimde tamn - 1
kenar secilir.

Neden dogru? (ek) Kesit 6zelligi: dugumleri ikiye bolen herhangi bir kesitte, kesiti gecen en ucuz kenar bir
MST'de bulunur. Kruskal ve Prim her adimda bdyle bir kenar seger; bu yizden aggozIi se¢im hig pisman
olmaz.

“Glizellik, fazlaliktan arinmusliktir” — Michelangelo



KRUSKAL

Kruskal Algoritmasi (1956)

T={}; /* sec¢ilen kenarlar */
while (|T] < n-1 && E # @) {
E'den en az maliyetli (v,w) kenarini sec;
E=E- {(v,w};
if ((v,w) T i¢inde dongi olusturmuyorsa)
T=TuU {(V,W)};
else
(v,w)'yi birak;
}
if (|T| < n-1)
printf("minimum kapsayan aga¢ yok\n");

T: secilen kenarlar, E: kalan kenarlar, |T|:
secilen kenar sayisi.

Doéngu n - 1 kenar secilene kadar doner;
henliz n — 1 secilmemis ama secilebilecek
kenar kalmamissa da biter — cizge baglantili
degildir.

Kruskal'da secilen kenarlar ayrik 6bekler
(orman) olusturabilir; en sonda tek 6bek olur.

Joseph B. Kruskal, 1956; dogrulugunun ispati
vardir. “ispati okununca daha iyi anlagilir”



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

Kenar w islem
0 28 1
p Q ©,5) 10

10 14 16
(2,3) 12
(1,6) 14

25 24 18 12
U 6 (1,2) 16

4 22 3

(3,6) 18
(3.4) o
(4,6) 24
4,5) 25
0,1) 28

Kenarlar maliyete gore siralandi; her digim ayri bir 6bek.

Adim1/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

10 14 16
(2.3)
(1,6)
25 24 18 12
(1.2)
4 22 3
(3.6)
3.4
(4,6)
(4,5

.1

w

10
12
14
16
18
22
24
25
28

islem

Agaca ekle

(0,5) = 10: uclar farkl 6beklerde — agaca eklendi. Toplam 10.

Adim2/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim
Kenar
p Q (0,5)
(2,3)
(1,6)
(1,2)
(3,6)

(4.5)

.1

w

10
12
14
16
18
22
24
25

28

islem
Agaca ekle

Agaca ekle

(2,3) = 12: uclar farkl 6beklerde — agaca eklendi. Toplam 22.

Adim3/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

Kenar w islem
p ﬂ (0,5) 10 Agaca ekle
(2,3) 12 Agaca ekle
(1,6) 14 Agaca ekle
U U (1,2) 16
4 22 3
(3.6) 18

34) 22
(4,6) 24
4,5) 25
(0,1) 28

(1,6) = 14: uclar farkl 6beklerde — agaca eklendi. Toplam 36.

Adm4/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim
Kenar
p R (0,5)
(2.3)
(1,6)
(1,2)
(3,6)

(4.5)

.1

10
12
14
16
18
22
24
25

28

islem

Agaca ekle
Agaca ekle
Adaca ekle

Agaca ekle

(1,2) = 16: uclar farkl 6beklerde — agaca eklendi. Toplam 52.

Adim5/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim
p )Cl (0,5)

(2.3)

of /@’ }9

(4.5)

.1

10

12

14

16

18

22

24

25

28

islem

Agaca ekle
Agaca ekle
Adaca ekle
Agaca ekle

Dongl var, ekleme

(3,6) = 18: uclar ayni 6bekte — dongu olusur, birakilir.

Adim6/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

Jo

Kenar
ﬂ (0,5)

{ & }9 =
poa

(3:4) =

(4.5)

.1

10

12

14

16

18

22

24

25

28

islem

Agaca ekle

Agaca ekle

Adaca ekle

Agaca ekle

Dongu var, ekleme

Adaca ekle

22: uclar farkh 6beklerde — agaca eklendi. Toplam 74.

Adim7/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

Of -
" (116)
25 24 18 12
P (1.2)
(3.6)
(3.4)
(4,6)
4,5)

.1

10

12

14

16

18

22

24

25

28

islem

Agaca ekle

Agaca ekle

Adaca ekle

Agaca ekle

Dongu var, ekleme
Agaca ekle

Ddngu var, ekleme

(4,6) = 24: uclar ayni 6bekte — dongu olusur, birakilir.

Adim8/9



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

Kenar w islem
0 28 1
p )Cl (0,5) 10 Agaca ekle

10 14 16
G{ (23) 12 Agaca ekle
(1,6) 14 Agaca ekle
25 24 18 12
b d (1,2) 16 Agaca ekle
4 22 3
(3,6) 18 Dongl var, ekleme
(3.4) 22 Agdaca ekle
(4,6) 24 Ddngu var, ekleme
4.5) 25 Agaca ekle
0,1 28

(4,5) = 25: uclar farkh 6beklerde — agaca eklendi. Toplam 99. n — 1 = 6 kenar secildi: bitti
(28'e hig bakilmadi).

Adim9/9



KRUSKAL

Kruskal Nasil Kodlanmaz?

e GOzlem: dnce 2 bilesen oldu, sonra 3, sonra tekrar 2'ye
distl. “Yakaladik! Sectigim kenarlari komsuluk listesinde
tutarim.”

» Secilmeyen kenarlar bir dizide. Kotii: her seferinde en azi
ara, sil, kalanlari kaydir. Daha iyi: kenarlari maliyete gore
sirali tut (uc1, ug2, maliyet).

* (0,5) geldi: listelerde aratirim, ne 0 var ne 5 — yeni liste.
(3,2), (6,1) de yeni listelere. (1,2): farkh listelerde — dong
yok, iki listeyi birlestir.

e (3,6): ikisi de ayni listede — dongl! Dogru calisir ama
stirekli bir arama maliyeti var.

Hocadan: "Donguyu tespit ettik, ama yanhs
algoritmayi anlatiyorum. Boyle kodlanmaz,
yoksa puan alinamaz. "Boyle kodlanmaz!”
diyorum, ama dogru calisiyor, onu
anlatmaya calisiyorum.”

Hocadan: “Kruskal algoritmasinin
kodlamasini 6dev olarak sorabilirim.
Bakalim, gereken veri yapilari
kesfedilebilecek mi? Onu merak ediyorum.”



KRUSKAL

Kruskal Nasil Kodlanir? iki Soru, iki Veri Yapisi

2) Dongii olusturur mu?
Uclar iki ayri kiimenin 6gesiyse dongu
olmaz: union-find. kume_bul(3) ile

1) En az maliyetli kenar?

Min oncelikli kuyruk (min-heap). Kenarlar

tek tek eklemek O(e log e); diziyi asagidan
yukariya heap kurmayla heap'e cevirmek O(e). kume_bul(2) ayni kokd mu veriyor?

Ya da kenarlar bir kez siralanir ( qsort ).

Hocadan: “Arka planda hoca hangi veri yapilarini anlatmis da haberimiz yokmus!! Biz de gittik,
liste tutuyoruz... ilkokulda 6gretilen kiimeler burada nasil da isimize yariyormus.”

Maliyet: [E|Ig|E| + |V|-(Ig|E| + ©(1)); asagidan yukariya kurmayla 2|E| + |V|-Ig|E| (©(1): ters Ackermann a <
Ig|E]). En k&t durumda dongi veren kenarlar yuziinden n - 1 degil e kez deleteMin gerekebilir; glivenli Ust

sinir O(e log e) = O(e log n).



KRUSKAL

C: Kimeler (Union-Find) ve Karsilastirma

ata[i] < 0 :ikoktirve -atalil
kiime boyutudur (basta hepsi -1).

typedef struct { int u, v, w; } kenar;

int kume_bul(int ata[], int 1) /* kok: ata < @ */

{ o Agirhikh birlesim: kiicik kiime buyugin
while (ata[i] >= @) i = ata[i]; altina baglanir — agag yuksekligi O(log
return i; n), kume_bul O(log n).

} .

void birlestir(int ata[], int a, int b) /* a, b kok */ * Yol kisaltma (path compression) da

{ eklenirse islem basina amortize = O(a(n))
if (ata[a] <= ata[b]) { /* a daha buyuk kume */ — pratikte sabit.

) el:zaga] += ata[b]; ata[b] = a; e kars : gsort icin maliyet
ata[b] += ata[a]; ata[a] = b; karsilastirmasi (kiiclik tamsayilar; tasma
} yok).

}

int kars(const void *x, const void *y)

{

return ((const kenar *)x)->w - ((const kenar *)y)->w;

}



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

ata[] 0 1 2 3 4 5 6
L2l afafafaf-afaal
0 1 2 3 4 5 6 7 8
k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-6 3-4 4-6 4-5 0-1
siral 10 12 14 16 18 22 24 25 28

Her diigim kendi kiimesinin koku (ata = -1). Kenarlar maliyete goére siralanir: O(e log e).

Adim1/9

> for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER
| | 2 qsortfk, e, sizeof(kenar), kars); ‘ R c-o9 £ =

Sfor (1 =0, t=0; i<e&&t<n-1; i++) {

4 int a = kume_bul(ata, k[i].u);

5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=b) { /* dongu yok */

7 T[t++] = k[i];

8 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */

10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");




KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6

10 14 16 |'1|'1|'1|'1|'1|‘1|'1|
E ; 0 1 2 3 4 5 6 8
28 Z4 18 : k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-6 3-4 4-6 4-5 e-1
22 sirali 10 12 14 16 18 22 24 25 28
Aid

i=0:(0,5) =10. kume_bul :0 - kok0, 5 - kok 5.

Adim2/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER
2 qsor‘tfk, e, sizeof(lfenar‘), kars); . f -0 (k[i] _ (0,5,19)>
b for (1 =0, t=0; i<e&& t<n-1; i++) {
> int a = kume_bul(ata, k[i].u);

> int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=Db) { /* dongu yok */
7

8

T[t++] = k[i];

birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */
10 }
11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6

16 TERT EIEIEIEYEI NN EY
E 1 0 1 2 3 4 5 6 8
28 Z4 18 : k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-6 3-4 4-6 4-5 e-1
22 siral 10 12 14 16 18 22 24 25 28
Ali

0 # 5 — dongl yok: T'ye eklenir, kiimeler birlesir (boyutu biyik olan kdk kalir). t = 1.

Adm3/9

1 for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER
2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars);

i =0 t=1 k[i] = (0,5,10
3for (i =0, t=0; i<e&t<n-1; it+) { . [i] = (0,5,10)

4 int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=0 b=5
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);

> if (a !'= b) { /* dongu yok */

| 2 T[t++] = k[i];

| 2 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */

10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6

10 1416 |2|'1|'1|1|'1|°|'1|
::2 0 1 2 3 4 5 6 7 8
28 Z4 18 j2 k[] -5 | 2-3 | 1-6 || 1-2 | 3-6 || 3-4 | 46 | 4-5 || e-1
mzz% sirall 10 12 14 16 18 22 24 25 28

Al
i=1:(23) =12. kume_bul :2 - kok 2, 3 - kok 3.
Adim4/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER

2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars); ) .
=1)(t=1)(K = (2,3,12
> for (1=0, t=0; i<e& t<n-1; i++) { 2 ([1] (2,3, )>

> int a = kume_bul(ata, k[i].u);

> int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=b) { /* dongu yok */
7

8

T[t++] = k[i];

birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */
10 }
11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6

18 1 e EIEIEIESEIRENES
0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 24 is j2 k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-6 3-4 4-6 4-5 0-1
mzz% sirall 10 12 14 16 18 22 24 25 28

Ai
2 # 3 — dongl yok: T'ye eklenir, kiimeler birlesir (boyutu blyik olan kdk kalir). t = 2.
Adim5/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER

2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars);

i =1 t =2 k[i] = (2,3,12
3for (i =0, t=0; i<e&t<n-1; it+) { . [4] = 2,3,12)

4 int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=2 b =3
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);

> if (a !'= b) { /* dongu yok */

| 2 T[t++] = k[i];

| 2 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */

10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬁ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
10 14 16 §

(2 [af2]z2[a1]e[a]
:g ﬂ ;: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
SO LE,.= k[] -5 | 2-3 | 16 || 1-2 | 3-6 | 3-4 | 46 | 4-5 || e-1
mzz% sirall 10 12 14 16 18 22 24 25 28
Ai
i=2:(16)=14. kume_bul :1 - kok 1, 6 - kok 6.
Adim6/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER

2 qsor‘tfk, e, sizeof(lfenar‘), kars); . £ =9 (k[i] _ (1,6,1l-l)>
b for (1 =0, t=0; i<e&& t<n-1; i++) {
> int a = kume_bul(ata, k[i].u);

> int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=b) { /* dongu yok */
7

8

T[t++] = k[i];

birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */
10 }
11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬁ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
16 e l2[-2]-2]2[-2]e]a|
E q 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8

25 24 18 12

K[] -5 | 2-3 | 1-6 | 1-2 | 3-6 | 3-4 | 46 | 4-5 | e-1
mzz% sirall 10 12 14 16 18 22 24 25 28
Ai
1 # 6 — dongu yok: T'ye eklenir, kiimeler birlesir (boyutu blyik olan kdk kalir). t = 3.
Adm7/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER

2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars);

i =2 =3 k[i] = (1,6,14
3for (i =0, t=0; i<e&t<n-1; it+) { . [i] = (1,6,18)

4 int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1 b =6
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);

> if (a !'= b) { /* dongu yok */

| 2 T[t++] = k[i];

| 2 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */

10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
10 14 6 -
E q 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8

LR 18 K[] 05 | 2-3 | 1-6 || 2-2 | 3-6 | 3-4 | 46 | 4-5 | 61
mzz% stral 10 12 14 16 18 22 24 25 28
A

i=3:(12)=16. kume_bul :1 - kok 1,2 — kok 2.

Adm8/9

1 for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER

2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars); ) .
i=3 t =3 k[il = (1.2 16
> for (=0, t=0;ic<ed t<n-1; i) { ([] (1,2, )}

> int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1

> int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=b) { /* dongu yok */
7

8

T[t++] = k[i];

birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */
10 }
11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() ana dongiisii

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
18 i g EIEIENENESENES

g 0 1 2 3 4 5 6 7 8
25 24 g 12

K[] 05 | 2-3 | 1-6 || 2-2 | 3-6 | 3-4 | 46 | 4-5 | 61
mzz% stral 10 12 14 16 18 22 24 25 28
A

1 # 2 — dongu yok: T'ye eklenir, kiimeler birlesir (boyutu blyik olan kdk kalir). t = 4.

Adm9/9

1 for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER
2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars);

- - - i=3)(t=4)k[i] =(1,2,16)
Sfor (1 =0, t=0; i<e&&t<n-1; i++) {

4 int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1 b =2
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);

> if (a !'= b) { /* dongu yok */

| 2 T[t++] = k[i];

| 2 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */

10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
10 14 16 | -2 | -4 | 1 | 2 | 1 | e | 1 |
::2 ,g::z: 3:: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
28 Z4 R )2 k[] -5 | 2-3 | 1-6 || 1-2 | 3-6 || 3-4 | 46 | 4-5 | e-1
mzz% sirall 10 12 14 16 18 22 24 25 28
i
i=4:3,6)=18. kume_bul :3 - kdk 1, 6 — kok 1.
Adim1/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER
2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars); . .
asort( 1zeof (kenar) ) , i=u)(t=u)(kli] = (3,6,18)
b for (1 =0, t=0; i<e&& t<n-1; i++) {
> int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1 b =1

> int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=Db) { /* dongu yok */

7 Tlt++] = k[i];

8 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */
10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

a = b = 1: iki u¢ ayni kiimede — kenar dongii olusturur, birakilir.

10

Oy OUNE

10 14 16
& o W
-
25 24 18 12

. kL]
E::S:——-zz-———(:jy sirall

for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1;
gsort(k, e, sizeof(kenar), kars);

0 1 2 3 4 5 6
[2[-+[af2[-a]e]2]

0 1 2 3 4 5 6 7 8

e-5 | 2-3 | 1-6 | 1-2 | 3- 3-4 | 4-6 | 4-5 | e-1

10 12 14 16 22 24 25 28

Adm2/9

for (1 =0, t=0; 1i<e& t<n-1; i++) {

int a = kume_bul(ata, k[i].u);
int b = kume_bul(ata, k[i].v);
if (a !'= b) {
T[t++] = k[i];
birlestir(ata, a, b);

/* dongu yok */

} /* yoksa birak */

¥
if (t < n - 1) printf("agac yok\n");

DEGiISKENLER

i

a

T}

1

t

b

1}

1

k[i] = (3,6,18)



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
10 14 e
E g 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8

o= =8 18 )2 k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-6 3-4 4-6 4-5 0-1
mzz_@ T 10 12 14 16 2 24 25 28
A

i=5:(3,4) =22. kume_bul :3 - kok 1,4 — kok 4.

Adm3/9

1 for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER

2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars); ) .
=5)(t=4)(Kk = (3,4,22
> for (1=0, t=0; i<e& t<n-1; i++) { 2 ([1] (3,4, )>

> int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1

> int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=b) { /* dongu yok */
7

8

T[t++] = k[i];

birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */
10 }
11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6

10 14 6 | =z | o | 1 | 2 | 1 | e | 1 |
E / 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8
5 24 18 12

k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-4 4-6 4-5 0-1
%zz_@ sirall 10 12 14 16 2 24 25 28
A

1 # 4 — dongu yok: T'ye eklenir, kiimeler birlesir (boyutu blyik olan kdk kalir). t = 5.

Adm4/9

1 for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER
2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars);

i =5 t =5 k[i] = (3,4,22
3for (i=0, t=0; i<eg& t<n-1; i++) { . [il = @3,8,22)

4 int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1 b =4
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);

> if (a !'= b) { /* dongu yok */

| 2 T[t++] = k[i];

| 2 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */

10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
10 14 e -

2] s[s]2]a]efa]
:E /G)/ EQ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
A 1eR2 k[ ] -5 || 2-3 [ 1-6 || 1-2 | 3-6 | 3-4 | 46 [ 45 [ e-1
t‘;pzz_@j sirall 10 12 14 16 2 24 25 28

Ai

i=6:(4,6) =24. kume_bul :4 - kok 1, 6 — kok 1.
Adm5/9
1 for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER

2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars); ) .
i=6) t=5 kl[i] = (4.6 24
> for (1=0, t=0; i<e& t<n-1; i++) { ([] (4,6, )}

> int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1

> int b = kume_bul(ata, k[i].v);

6 if (a !'=b) { /* dongu yok */
7

8

T[t++] = k[i];

birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */
10 }
11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

ataf[] 0 1 2 3 4 5 6

fo—=n—(n

10 14 16
E R4 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8
o= ’24 18 j2 k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-4 4-5 0-1
G_zz_@ sirall 10 12 14 16 2 25 28

a = b = 1: iki u¢ ayni kiimede — kenar dongii olusturur, birakilir.

Adm6/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER
2 qsort?k, e, 51zeof(kenar), kars); ‘ i-6 t -5 k[il = (4,6,20)
Sfor (1 =0, t=0; i<e&&t<n-1; i++) {
4 int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1 b =1
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);
> if (a !'= b) { /* dongu yok */
7 T[t++] = k[i];
8 birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */
10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

ataf[] 0 1 2 3 4 5 6

i L2 lsfaf2]afe]a]

fo—=n—(n

10 14

E 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8
25 24 18 12

k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-6 3-4 4-6 4-5 0-1
®_22_@ sirall 10 12 14 16 2 25 28
A

i=7.(4,5) =25 kume_bul :4 - kok 1,5 — kok 0.

Adim7/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER
2 qsor‘tfk, e, 51zeof(l.<enar‘), kars); . -5 (k[i] _ (ll,5,25)>
b for (1 =0, t=0; i<e&& t<n-1; i++) {
> int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1 b=0
> int b = kume_bul(ata, k[i].v);
6 if (a !'=b) { /* dongu yok */
7 T[t++] = k[i];
8 birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */

10 }
11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

ataf[] 0 1 2 3 4 5 6

fo—=n—(n
10 14 16
E 13 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 =8 18 2 k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-4 4-5 0-1
G_ZZ_@ sirall 10 12 14 16 2 25 28
.

1 # 0 — dongu yok: T'ye eklenir, kiimeler birlesir (boyutu blyik olan kdk kalir). t = 6.

Adm8/9

1 for (1 =0; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGiSKENLER
2 gsort(k, e, sizeof(kenar), kars);

i =17 t =6 k[i] = (4,5,25
3for (i=0, t=0; i<eg& t<n-1; i++) { . [i] = (4,5,25)

4 int a = kume_bul(ata, k[i].u); a=1 b=0
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);

> if (a !'= b) { /* dongu yok */

| 2 T[t++] = k[i];

| 2 birlestir(ata, a, b);

9 } /* yoksa birak */

10 }

11if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL + UNION-FIND - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: kruskal() (devam)

@—zsﬂ ata[] 0 1 2 3 4 5 6
10 14 16 -
E 13 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 =8 18 2 k[] 0-5 2-3 1-6 1-2 3-4 4-5 0-1
G_zz_g siral 10 12 14 16 22 25 28

t=n-1=6 - dongu biter; (0,1) = 28%e hi¢ bakilmadi. MST maliyeti 10 + 12 + 14 + 16 + 22 + 25 = 99.

Adm9/9
1 for (i = @; i < n; i++) ata[i] = -1; DEGISKENLER
2 qsor‘tfk, e, 51zeof(l.<enar‘), kars); . t -6
b for (1 =0, t=0; i<e&& t<n-1; i++) {
4 int a = kume_bul(ata, k[i].u);
5 int b = kume_bul(ata, k[i].v);
6 if (a !'=b) { /* dongu yok */
7 T[t++] = k[i];
8 birlestir(ata, a, b);
9 } /* yoksa birak */

10}
| »if (t < n - 1) printf("agac yok\n");



KRUSKAL

Kruskal'in Karmasikhigi (union-find ile)

Adim Maliyet Aciklama

Siralama / heap O(e log e) / O(e) gsort ya da asagidan yukariya

kurma heap kurma

En az kenari almak O(log e) x en ¢ok e kez min-heap deleteMin (sirali dizide
O(1))

kume_bul (2 kez / O(log n) agirhkli; = O(a(n)) yol kisaltmali = en ¢ok 2e cagn

kenar)

birlestir o(1) tamn - 1 kez

Toplam O(e log e) = O(e log n) e<n®*-loge<2logn

“Kotu" kodlama (listelerde arama + birlestirme) her kenarda O(n) arama yapar: O(e - n). Veri yapisi secimi
ayni algoritmayi bambaska bir maliyete tasir.



PRIM

Prim Algoritmasi

T ={}
TV = {0}; /* aga¢ diglmleri: ©'dan basla */
while (|T| < n-1) {
u € TV vev ¢ TV olan en ucuz (u,v) kenarini secg;
if (boyle kenar yok) break;
TV = TV U {v};
T =T U {(uV)};

}
if (|T| < n-1)
printf("minimum kapsayan aga¢ yok\n");

Jarnik (1930), Prim (1957), Dijkstra (1959) —
DJP / Prim-Jarnik algoritmasi.

Kruskal'da ayrik kenarlar secilebiliyordu; Prim
secilen kenarlari tek 6bek halinde buyutur.

Secilebilecek kenarlar: bir ucu TV'de, diger
ucu TV'de olmayan kenarlar.

Tek bir 6bek giderek buytr; dongl denetimi
gerekmez (v & TV zaten garanti eder).



PRIM

Prim Adim Adim
PR o o Tones
foaNaCY

Aday kenarlar sari. En ucuzu (0,5) = 10 — 5 agaca katilir.

Adim 1/7
Son adimlarda (0,1) kenari “secilebilecek” gibi goriinse de iki ucu da TV'de oldugundan

aday degildir.



PRIM

Prim Adim Adim
TV T Secilebilecek
/( ; >\ {0, 5} {(0,5)} 0,1), (54)

Aday kenarlar sari. En ucuzu (5,4) = 25 — 4 agaca katilir.

Adim?2 /7
Son adimlarda (0,1) kenari “secilebilecek” gibi goriinse de iki ucu da TV'de oldugundan

aday degildir.



PRIM

Prim Adim Adim
TV T Secilebilecek
5 : >\ {0, 5, 4} {(0,5), (5,4)} 0,1), (4,3), (4,6)

22

Aday kenarlar sari. En ucuzu (4,3) = 22 — 3 agaca katilir.

Adim 3 /7
Son adimlarda (0,1) kenari “secilebilecek” gibi goriinse de iki ucu da TV'de oldugundan

aday degildir.



PRIM

Prim Adim Adim

TV T Secilebilecek
5 j Z {0,54,  {0,5), (54), (0,1, (3,2), (3,6),

! ,@( o
Ty

Aday kenarlar sari. En ucuzu (3,2) = 12 — 2 agaca katilir.

Adim 4 /7
Son adimlarda (0,1) kenari “secilebilecek” gibi goriinse de iki ucu da TV'de oldugundan

aday degildir.



PRIM

Prim Adim Adim
TV T Secilebilecek
5 : { {0, 5, 4, {(0,5), (5,4), 0,1, 2,1, (3,6),
: 3, 2} 4,3), (3,2)} (4,6)

Aday kenarlar sari. En ucuzu (2,1) = 16 — 1 agaca katilir.

Adim 5 /7
Son adimlarda (0,1) kenari “secilebilecek” gibi goriinse de iki ucu da TV'de oldugundan

aday degildir.



PRIM

Prim Adim Adim

TV
0 28 1
{OI 5[ 4I

10 14 16 3,2, 1}

T Secilebilecek

{0.5), (54), (43), | (1.6). (3,6),
(3.2), (2,1} (4.6)

Aday kenarlar sari. En ucuzu (1,6) = 14 — 6 agaca katilir.

Adm®6/7

Son adimlarda (0,1) kenari “secilebilecek” gibi goriinse de iki ucu da TV'de oldugundan

aday degildir.



PRIM

Prim Adim Adim
TV T Secilebilecek
0 28 1
p ﬂ {0, 5, 4, {0,5), 54), 43), —
:10 i1’4 16: 3,2,1,6 (3,2, (21), (1,6)}
25 24 18 12

TV tim digimleri iceriyor: 6 kenar, toplam 99 — Kruskal ile ayni agag (agirliklar farkli
oldugundan MST tektir).

Adim7/7
Son adimlarda (0,1) kenari “segilebilecek” gibi goriinse de iki ucu da TV'de oldugundan

aday degildir.



PRIM

Prim’i Kodlamak: Asil Zorluk

e En az maliyetli aday kenar tek hamlede alinmali.

e Bir kenar segilince aday kiimesine yeni kenarlar eklenir, Hocadan: “Bunun ¢éziimii bulunabiliyorsa

bazilar gikar (iki ucu da TV'ye diisenler): A kiimesi B olur. veri yapilari insani bir noktaya tasimistr...
“Zaten Prim yazmis, ben de kodlarim.”

e 0 secildiginde yalnizca (0,1) ve (0,5)'i goren bir veri yapisi st ek i By

olmali; digerlerine bakmamali bile.
e Cozlm (ek): herv & TVicin enaz[v] =TV'ye en ucuz
baglanti. Dizi ile O(n?); min-heap ile O(e log n). Hocadan: "Hayatinda ‘algoritma’ kelimesini
duymamis ¢izge kuramcisi birine bu
problem verilirse o bdyle ¢ozer. Bilgisayar
muhendisi ise arka plandaki veri yapisinin
ne olmasi gerektigini kesfeder.”



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

Q_zsﬂ 0 1 2 3 4 5 6
secildi 1 0 () 0 () (2] 0

10 14 16
Q Q @ enaz %) 28 ) ) ) 10 )
25 24 18 12
22 yakin %] ] (] ] (] 2] ]

TV = {0}. enaz[v] = w[0][v]: 0'a bagli 1 (28) ve 5 (10); digerleri . yakin[v] =0.

Adim 1/13

| > secildi[e] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER

2 for (v = 0; vV < n; V++) . K= - R Toplan =0
| » enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = ©;

4 for (k = 1; k < n; k++) {

5 u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O0(n) */

6 if (u < @) break; /* agac yok */

7 secildi[u] = 1; toplam += enaz[u];

8 for (v = 0; v < n; v++)

9 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])

10 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@—zgﬂ 0 1 2 3 4 5 6

10 14 16 secildi 1 0 () () () 1 0

Q enaz (%) 28 o0 ) o0 10 0
25 24 18 12

22 yakin (%] (] (] () (] %) (%]

En kicuk enaz

1 secildi[@] = 1;
2 for (v = 0; vV < n; V++)

Adim2 /13

/* TV = {e} */

3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;

4 for (k = 1; k < n; k++) {

if (u < @) break;

for (v = 0; v < n; v++)

>
6
| > secildif[u] = 1; toplam += enaz[u];
8
9

u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O(n) */

/* agac yok */

if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;

:u =5 (10), kenar (0,5) agaca girer. toplam = 10.

DEGiISKENLER

(k=1)(u=5)(toplan = 10)




PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@—zsﬂ 0 1 3 4 5 6
10 14 16 secildi 1 %) %) ") 1 0
Q enaz 0 28 0 25 10 [
25 24 18 12
22 yakin () (2] (2] 5 (*] 0
5 Gzerinden daha ucuz baglantilar: enaz[4] = 25 (yakin = 5).
Adim 3 /13
1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER
2 for = 0; < Nn; V++
(v v Vi) . k=1)(u=5)( toplam =10
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;
4 for (k = 1; k < n; k++) {
u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O0(n) */

if (u < @) break;
secildi[u] = 1;
for (v = 0; v < n; v++)

/* agac yok */

toplam += enaz[u];

VV o v o wun

if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@—zgﬂ 0 1 2 3 4 5

10 14 16 secildi 1 0 0 () 1 1

Gﬁ enaz (%) 28 o0 ) 25 10
25 24 18 12

22 yakin (%] (] (] () 5 %)

En kiicik enaz :u =4 (25), kenar (5,4) agaca girer. toplam = 35.

Adim4 /13

1 secildi[e] = 1; /* TV = {0} */

2 for (v = 0; vV < n; V++)

3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;

4 for (k = 1; k < n; k++) {
| > u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* 0(n) */

6 if (u < @) break; /* agac yok */
| > secildif[u] = 1; toplam += enaz[u];

8 for (v = 0; v < n; v++)

9 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])

10 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;

DEGiISKENLER

(k=2) (a =) (oplan = 38)




PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@—zgﬂ 0 1 2 3 4 5 6
10 14 16 secildi 1 0 0 0 1 1 0
@1 enaz ] 28 o 22 25 10 24
25 24 18 12
22 yakin (%] (] (] 4 5 %) 4
4 Gzerinden daha ucuz baglantilar: enaz[3] = 22, enaz[6] = 24 (yakin = 4).
Adim5/13
1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER
2 for = 0; < n; v++
(v v Vi) . k=2)(u=4)( toplam = 35
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;
4 for (k = 1; k < n; k++) {
u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O0(n) */

if (u < @) break;
secildi[u] = 1;
for (v = 0; v < n; v++)

/* agac yok */

toplam += enaz[u];

VV o v o wun

if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@—zgﬂ 0 1 2 3 4 5 6

10 14 16 secildi 1 0 () 1 1 1 0

Gi enaz /] 28 L) 22 25 10 24
25 24 18 12

22 yakin (%] (] (] 4 5 %) 4

En kicik enaz :u = 3 (22), kenar (4,3) agaca girer. toplam = 57.

1 secildi[e@] = 1;

2 for (v = 0; vV < n; V++)
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;
4 for (k = 1; k < n; k++) {

Adim 6 /13

/* TV = {e} */

/* agac yok */

| > u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* 0(n) */
6 if (u < @) break;

| > secildif[u] = 1; toplam += enaz[u];
8 for (v = 0; v < n; v++)
9 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
10 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;

DEGiISKENLER

(k=3) (a = 3) (optan = 57)




PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@—zsﬂ 0 1 2 3 4 5 6
10 14 16 secildi 1 0 0 1 1 1 0
Q enaz ] 28 12 22 25 10 18
25 24 18 12
22 yakin (%] (] 3 4 5 %) 3
3 Uzerinden daha ucuz baglantilar: enaz[2] = 12, enaz[6] = 18 (yakin = 3).
Adim 7 /13
1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER
2 for (v = 0; v < n; v+
( v Vi) . k=3)(u=3)(toplam =57
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;
4 for (k = 1; k < n; k++) {
5 u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O0(n) */
6 if (u < @) break; /* agac yok */
7 secildi[u] = 1; toplam += enaz[u];
8 for (v = 0; v < n; v++)
| 2 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
| 2 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;

11}



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@_Zsﬂ 0 1 2 3 4 5 6
secildi 1 0 1 1 1 al 0

Gi Q{ p enaz 0 28 12 22 25 10 18
G}zz%ﬁ yakin 0 0 3 4 5 o 3

En kicik enaz :u =2 (12), kenar (3,2) agaca girer. toplam = 69.

Adim 8 /13

1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER

i v = - @ G

4 for (k = 1; k < n; k++) {

> u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* 0(n) */

6 if (u < @) break; /* agac yok */
>
8
9

secildif[u] = 1; toplam += enaz[u];
for (v = 0; v < n; v++)
if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
10 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;
11}



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@_zgﬂ 0 1 2 3 4 5 6
10 14 16 secildi 1 0 1 1 1 1 0
@1 Q{ p enaz 0 16 12 22 25 10 18
25 24 18 12
@Pzz%ﬁ yakin (%) 2 3 4 5 (2] 3
2 uzerinden daha ucuz baglantilar: enaz[1] = 16 (yakin = 2).
Adm9/13
1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER
2 for = 0; < Nn; V++
(v v Vi) . k=4)(u=2)( toplam = 69
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;
4 for (k = 1; k < n; k++) {
u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O0(n) */

if (u < @) break;
secildi[u] = 1;
for (v = 0; v < n; v++)

/* agac yok */

toplam += enaz[u];

VV o v o wun

if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@_zsﬂ 0 1 2 3 4
secildi 1 1 1 1 1

Gi Q{ ;a enaz 0 16 12 22 25

G}zz%ﬁ yakin (%) 2 3 4 5

En kicik enaz :u =1 (16), kenar (2,1) agaca girer. toplam = 85.

Adim 10/ 13

1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER

1) (toplam

2 for (v = @; V < N; V++) B .
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0; Ck = 5>< =

4 for (k = 1; k < n; k++) {

> u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* 0(n) */

6 if (u < @) break; /* agac yok */
> secildif[u] = 1; toplam += enaz[u];

8 for (v = 0; v < n; v++)

9 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])

10 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;

11}



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@_Zsﬂ 0 1 2 3 4 5 6
10 14 16 secildi 1 1 1 1 1 1 0
@1 Q{ ;a enaz 0 16 12 22 25 10 14
25 24 18 12
@Pzz%ﬁ yakin (%) 2 3 4 5 (2] 1
1 Gzerinden daha ucuz baglantilar: enaz[6] = 14 (yakin = 1).
Adim 11 /13
1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER
2 f = 0; < n;
or (v Vo< n; v . k=5)(u=1)(toplam = 85
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0;
4 for (k = 1; k < n; k++) {
5 u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O0(n) */
6 if (u < @) break; /* agac yok */
7 secildi[u] = 1; toplam += enaz[u];
8 for (v = 0; v < n; v++)
| 2 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])
| 2 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;

11}



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@_Zsﬂ 0 1 2 3 4
10 14 %6 secildi 1 1 1 1 1

@1 q ;a enaz 0 16 12 22 25

G}zz%ﬁ yakin (%) 2 3 4 5

En kicik enaz :u = 6 (14), kenar (1,6) agaca girer. toplam = 99.

Adim 12 /13

1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER

6) (toplam

2 for (v = @; V < N; V++) B .
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = 0; Ck = 6>< =

4 for (k = 1; k < n; k++) {

> u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* 0(n) */

6 if (u < @) break; /* agac yok */
> secildif[u] = 1; toplam += enaz[u];

8 for (v = 0; v < n; v++)

9 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])

10 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;

11}



PRiM, O(N?) DIZILER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: prim() (enaz/yakin dizileri)

@_Zsﬂ 0 1 2 3 4 5 6
10 14 %6 secildi 1 1 1 1 1 1 al
@1 /@j( ;a enaz ) 16 12 22 25 10 14
@Pzz%ﬁ yakin (%) 2 3 4 5 (2] 1

n — 1 digim eklendi: toplam 99. Her tur O(n) arama + O(n) glincelleme — O(n?); yogun cizgede idealdir.

Adim 13 /13

1 secildi[@] = 1; /* TV = {0} */ DEGISKENLER

Jrenlv s ey v -@
k =17 toplam = 99
3 enaz[v] = w[@][v], yakin[v] = ©; - optam

P for (k = 1; k < n; k++) {

5 u = en_yakin(enaz, secildi, n); /* O0(n) */

6 if (u < @) break; /* agac yok */
7 secildi[u] = 1; toplam += enaz[u];

8 for (v = 0; v < n; v++)

9 if (!secildi[v] && w[u][v] < enaz[v])

10 enaz[v] = w[u][v], yakin[v] = u;



PRIM

Prim’i Heap ile Hizlandirmak (ek konu)

/* komsuluk listesi + min-heap (anahtar = enaz) */ Uygulama Zaman Uygun
heap_ekle(H, 0, 0);
while (lheap_bos(H)) { Dizi o(n? yogun cizge
u = heap_min_al(H); /* 0(log n) */ (yukaridaki) (e = n?
if (secildi[u]) continue; /* bayat kayit */ )
secildi[u] = 1; Ikili heap + O(e log n) seyrek ¢izge
for (p = baslik[u]; p; p = p->bag) liste
if (!secildi[p->dugum] &&
p->agirlik < enaz[p->dugum]) { Fibonacci O(e + nlogn) = kuramsal
enaz[p->dugum] = p->agirlik; heap
yakin[p->dugum] = u;
heap_ekle(H, p->dugum, p->agirlik); Kruskal O(e log e) seyrek,
} kenar listesi
} hazir

Arastirma sorusuna cevap: yogun cizgede
dizili Prim (O(n?)), seyrek cizgede Kruskal ya
da heap'li Prim daha etkilidir.



PRIM

Problem Cozmede Yaklasim

Hocadan: “Bu problem nasil ¢o6zulmus? Literatiirde hangi veri yapilar 6nerilmis? Dinya bunu
nasil ¢ozuyor, ben nasil ¢ozeyim?”

Hocadan: ""Algoritmaya cok iyi hakimiz." Degil! Hala tzerinde calisiyoruz. Problem ¢ozdillrken
neyin nerede kullanilacagr: iste veri yapilari burada devreye giriyor.”

“To follow the path: look to the master, follow the master, walk with the master, see through
the master, become the master.”

Yani 6nce ustanin (literaturtin) ¢6zimu ogrenilir, sonra 6zgun ¢6zum uretilir.



PRIM

Odev: Kruskal’i Veri Yapisiyla Kodlayin

“Haftaya herkes Kruskal Algoritmasi’'ni anlattigim sekilde kodlayip getiriyor.” Beklenen:
min-heap + union-find, girdi kenar listesi, ¢ikti agac kenarlari ve toplam maliyet.

Kenar yapisi kenar {u, v, w} ;heap'i diziden asagidan yukariya kurun (O(e)).

kume_bul ‘ayol kisaltma ekleyin; birlestir agirlikli olsun.

Cizge baglantili degilse “minimum kapsayan agacg yok” yazsin (|T| < n - 1).

7 koy 6rneginde 99 buldugunu, (3,6) ve (4,6)'nin reddedildigini gosteren bir ¢ikti tretin.

» Kontrol listesi



PRIM

Diger MST Algoritmalari: Sollin (Bortivka), Reverse-
Delete

o Sollin / Boravka (1926): her turda her
0 28 1 . .
p bilesen en ucuz dis kenarini secer; bilesen
10 14 16 sayisl en az yariya iner — en cok log n tur,
O(e log n). Paralellestirmeye uygundur.
* Reverse-delete: kenarlar azalan maliyetle
25 18 12

24 denenir; kenari silmek ¢izgeyi koparmiyorsa

kenar silinir. Kruskal'in tersi.
4 22 3
[ ]

Hepsi ayni kesit/dongu ozelliklerine dayanir
ve (farkh agirhklarda) ayni agaci bulur.

Basta her digum ayr bir bilesen.

Adim1/3



PRIM

Diger MST Algoritmalari: Sollin (Bortivka), Reverse-
Delete

o Sollin / Boravka (1926): her turda her
(02— ) o
Q bilesen en ucuz dis kenarini secer; bilesen
10 14 16 sayisi en az yariya iner — en ¢ok log n tur,
@ O(e log n). Paralellestirmeye uygundur.
@ @ * Reverse-delete: kenarlar azalan maliyetle
25 24 18 12 denenir; kenari silmek ¢izgeyi koparmiyorsa

kenar silinir. Kruskal'in tersi.
22
[ ]

Hepsi ayni kesit/dongu ozelliklerine dayanir

. . ve (farkh agirhklarda) ayni agaci bulur.
Tur 1: her bilesen kendisinden ¢ikan en ucuz

kenari secer (sari): (0,5)=10, (1,6)=14, (2,3)=12,
(3,4)=22. Kalan bilesen: 3.

Adm2/3



PRIM

Diger MST Algoritmalari: Sollin (Bortivka), Reverse-
Delete

o Sollin / Boravka (1926): her turda her
0 28 1 . .
p p bilesen en ucuz dis kenarini secer; bilesen
10 14 16 sayisl en az yariya iner — en cok log n tur,
@f O(e log n). Paralellestirmeye uygundur.
@ * Reverse-delete: kenarlar azalan maliyetle
25 18 12

4 denenir; kenari silmek ¢izgeyi koparmiyorsa

p
kenar silinir. Kruskal'in tersi.
4 22 3
[ ]

Hepsi ayni kesit/dongu ozelliklerine dayanir
ve (farkh agirhklarda) ayni agaci bulur.

Tur 2: her bilesen kendisinden ¢ikan en ucuz
kenari secer (sari): (4,5)=25, (1,2)=16. Kalan
bilesen: 1. Toplam 99.

Adm3/3



PRIM

MST ile En Kisa Yol Agaci Ayni Sey Degildir

SN TR

{ A p g L P
JoAN AN A o

MST (toplam 99) 0'dan en kisa yol agaci (toplam 105)
MST En kisa yol agaci
Toplam kenar maliyetini en aza indirir; koki Her digimun 0’a uzakhgini en aza indirir:
yoktur. 0'dan 1'e agag Uzerinden uzaklik: 85. d(1) = 28, ama toplam kenar maliyeti 105 >

99.



PRIM

Kruskal ile Prim’in Karsilastirmasi

Kruskal Prim
Buyuyen yapi orman (ayrik 6bekler birlesir) tek agac (TV)
Secim Olcltu tim kenarlar arasinda en ucuzu TV'den cikan en ucuz kenar
Doéngl denetimi union-find gerekir gerekmez (v € TV)
Veri yapisi sirali dizi / min-heap + kimeler enaz[] dizisi / min-heap
Zaman O(e log e) O(n?) ya da O(e log n)
lyi oldugu yer seyrek cizge, kenar listesi yogun cizge, matris

Baglantili olmayan cizge minimum kapsayan orman verir yalnizca 0'in bilesenini kapsar



PRIM

Sinav Tarzi Soru: Kruskal ve Prim’i Isletin

Kruskal'in kodlanmasi 6dev olarak verildi;

asagidaki soru sinavlarda sorulabilecek tarzdadir.
9 /T/ ﬁ 1. Kruskal ile MST'yi bulun; her kenar igin “ekle /
1 dongl” kararini yazin.
é/ /L/ 5 2. Prim’i Adan baslatip secilen kenar sirasini
E yazin.
3. Union-find atal[] dizisinin son halini verin

(agirhkh birlesim).

» Cozim



OZET

Karmasiklik Ozeti

Algoritma

Tam alt kimeleri dene
Kruskal (koti kodlama)
Kruskal

Prim

Prim

DFS/BFS kapsayan agaci

Yapi

listeler + arama
siralama/min-heap + union-find
diziler (enaz, yakin)

ikili heap + komsuluk listesi

yigin / kuyruk

Zaman
Cle, n-1) x O(n)
O(e - n)

Ofe log e)
O(n?

O(e log n)

O(n + e)

Not

ustel, pratik degil
"boyle kodlamayin”
orman buydr, birlesir
yogun cizge

seyrek cizge

agirhksiz



OZET

Sik Yapilan Hatalar

Kruskal'da donguyu “iki ug da
daha once secilmis mi?” diye

1
denetlemek (yanlis: farkli
obeklerde olabilirler).
MST ile en kisa yol agacini

3 karistirmak: MST toplam maliyeti,

en kisa yol tek tek uzakliklar
kGcgultar.

Union-find'da kék olmayan
5 dugumleri birlestirmek (6nce
kume_bul!).

Prim'de aday kiimesinden iki ucu
da TV'de olan kenarlari
citkarmamak.

Baglantili olmayan ¢izgede |T| < n
- 1 kontrolund unutmak.

oo icin INT_MAX kullanip
toplamda tagsma yasamak.



OZET

Alistirmalar

1.7 kdy 6rneginde (3,6) kenarinin maliyeti 18 yerine 11 olsaydi MST ve maliyeti ne olurdu?

2. Kruskal ve Prim ayni ¢izgede hangi kosulda farkh agaclar verebilir?

3. 8 dugumlu 6rnek cizgede 7'den baslayan DFS ve BFS kapsayan agaclarinin kenarlarini yazin.
4. K4'Un kag kapsayan agaci vardir? Kaci yol, kagi yildiz bicimlidir?

5. Kenar agirliklari 1..10 arasi tamsayiysa Kruskal'in siralama adimi nasil O(e)'ye iner?

6. Prim’in O(n®) stirimii neden seyrek cizgede kétidiir?

» Cevaplar / ipuclari



OZET

Boliim Ozeti

Kapsayan agac Minimum maliyet Kruskal

n - 1 kenarh, déngusiz, tim Toplam agirhgr en kiguk Kenarlar artan maliyetle
digumleri baglayan alt kapsayan agagc; acgozlu denenir; dongl union-find
cizge; DFS/BFS birer tane secim dogru sonug verir ile yakalanir: O(e log e).
Uretir. (kesit ozelligi).

Prim Veri yapisi Secim

Tek 6bek en ucuz kenarla Ayni fikir, farkl yapr: liste Seyrek cizgede Kruskal ya da
blyir: diziyle O(n?), heap ile aramasi O(e:n) — kimeler heap'li Prim; yogun cizgede

O(e log n). O(e log e). dizili Prim.



OZET

Kaynaklar

» E. Horowitz, S. Sahni, S. Anderson-Freed, Fundamentals of Data Structures in C, 2. baski,
§6.3 Minimum Cost Spanning Trees.

e T. H. Cormen ve ark., Introduction to Algorithms, 4. baski, B6lim 19 (Disjoint Sets) ve
B6lim 21 (Minimum Spanning Trees).

e R. Sedgewick, Algorithms in C, Part 5, B6lum 20 (Minimum Spanning Trees).

« Boliim 16: Kiimeler ve Ders sayfasi Boliim 18: En Kisa Yol ve
Union-Find Aktivite Aglan —

llgili: Cizgeler - Kiimeler ve Union-Find



http://localhost:8765/Bolum_16_Kumeler_ve_Union_Find.html
https://sercankulcu.github.io/teaching/data-structures-and-algorithms-with-c
http://localhost:8765/Bolum_18_En_Kisa_Yol_ve_Aktivite_Aglari.html
http://localhost:8765/Bolum_15_Cizgeler.html
http://localhost:8765/Bolum_16_Kumeler_ve_Union_Find.html

Son
Bolim 17: Minimum Kapsayan Agaclar

Sonraki bolim: Boliim 18: En Kisa Yol ve Aktivite Aglar - Ders sayfasi



http://localhost:8765/Bolum_18_En_Kisa_Yol_ve_Aktivite_Aglari.html
https://sercankulcu.github.io/teaching/data-structures-and-algorithms-with-c

