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GiRiS

Ogrenme Ciktilan

Ozyinelemeli tasarim

Bir problemi taban durum ve 6zyinelemeli
adimla tanimlayip Java'da yazmak.

Ozyineleme tiirleri

Dogrusal, ikili ve ¢coklu 6zyinelemeyi ve geri
izlemeyi 6rnekleriyle ayirt etmek.

Cagn yigini
Ozyinelemeli bir metodu cerceve cerceve
izleyip ¢iktisini ve donus degerini bulmak.

Maliyet

Yineleme bagintisini yazip ¢agri agaciyla
zaman ve alan maliyetini bulmak;
gerektiginde dénguye ¢evirmek.



OZYINELEME NEDIR

Giinliik Hayatta Ozyineleme

Uzun bir kuyrukta kaginci sirada oldugunuzu 6grenmek istiyorsunuz ama yerinizden ayrilip
bastan sayamiyorsunuz.

“Sen kagincisin?” en onde: “1”
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cevap geri gelirken her kisi +1 ekler
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Ayni soru, kiigiik kuyruk Taban durum Geri donlis

Herkes onlindekine ayni En 6ndeki kisi kimseye Cevap geri gelirken her kisi
soruyu sorar; soru her sormadan cevap verir: “1". kendi payini ekler: 1, 2, 3, 4,
seferinde bir kisi kisa bir Sorular burada durur. 5.

kuyruk icin sorulur.

Ozyinelemeli bir metot da bdyle calisir: kendini daha kiigiik bir girdiyle cagirir, en kiiciik girdide
cevabi dogrudan verir.



OZYINELEME NEDIR

Ozyineleme (Recursion)

nN=1Mn<1)-nl=n-(n-ND(nh>1)

o Ozyineleme: bir metodun kendini daha kiigiik

bir girdiyle ¢cagirmasi. [faktoriye1(4) =4 . faktoriye1(3)] =24
e Taban durum (base case): 6zyinelemesiz, ?
dogrudan ¢ozulir. Olmazsa cagrilar bitmez — [faktor‘iyel(S) =3 . faktor‘iyel(z)] =6
StackOverflowError . ?
o Ozyinelemeli adim: problemi kiiciiltiir ve taban [faktm‘iyel(z) =2 - fakt°"iyel(1)J =2
duruma yaklastirir; kiiciik problemin cevabindan f
blyigunkini kurar. [-Faktoriyel(l) = 1 (taban durum) ] =1

e Her cagri ¢cagr yigininda yeni bir gerceve agar
(kendi n'si).

1 ¢agrilar iner - T degerler déner



OZYINELEME NEDIR

Ozyinelemeli Diisiinmek

1. Taban durum: en kiigik girdi hangisi ve
cevabi ne? Burada 6zyineleme durur.

2. Kiigiiltme: problem, ayni tirden daha kiglk
bir probleme nasil indirgenir? (n —1,n/2,i
+1..)

3. Birlestirme: kucuk problemin cevabindan
buyuk problemin cevabi nasil kurulur?

Kiglk problemin dogru ¢oézuldiagu kabul edilir
ve yalnizca tek bir adim disunilir. Taban
durum dogruysa ve her adim dogruysa tim
zincir dogrudur (timevarimdaki mantik).

void geriSay(int n) {
if (n == 0) { // taban durum
System.out.println("Bitti");
return;
}
System.out.println(n);
geriSay(n - 1);
}
geriSay(3);

// Ozyinelemeli adim

// main ic¢inde

geriSay(n): n'den 1'e kadar yaz, sonra "Bitti".

Her 6zyinelemeli cagn girdiyi taban duruma yaklastirmalidir; geriSay'de n her cagrida 1 azalir

ve 0'a ulasir.



OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: geriSay(3)

— ¢agri - — donus

main, geriSay(3) 'U cadirir. Yigina yeni bir cerceve eklenecek.

Adm1/10
void geriSay(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n == 0) { // taban durum o [main()
System.out.println("Bitti");
return; it

/ )
System.out.println(n);

geriSay(n - 1); // 0zyinelemeli adim

}
> geriSay(3); // main icinde



OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: geriSay(3)

geriSay(3)
yaz 3
— ¢agri - — donus

n = 3 # 0: taban durum degil. 3 yazilir, sonra geriSay(2) c¢agrilir; bu cerceve bekler.

Adm2/10

void geriSay(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

» if (n == 0) { // taban durum n =3 [geriSay(S)

System.out.println("Bitti");
return; e

}
> system.out.printin(n);

» gerisay(n - 1); // dzyinelemeli adim

}
geriSay(3); // main i¢inde

main()



OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

geriSay(3) — geriSay(2)
yaz 3 yaz 2

— ¢agri - — donus

n = 2 # 0: taban durum degil. 2 yazilir, sonra geriSay(1) c¢agrilir; bu cerceve bekler.

Adm3/10
void geriSay(int n) { DEGiISKENLER CAGRI YIGINI
»  if (n == @) { // taban durum n =2 [geriSay(2)

System.out.println("Bitti"); .
return; geriSay(3)
’ CIKTI
} main()
» geriSay(n - 1); // dzyinelemeli adim 2

}
geriSay(3); // main ig¢inde



OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

geriSay(3) — geriSay(2) — geriSay(1)
yaz 3 yaz 2 yaz 1

— ¢agri - — donus
n =1 # 0: taban durum degil. 1 yazilir, sonra geriSay(0) c¢agrilir; bu cerceve bekler.

Adim 4 /10
void geriSay(int n) { DEGiISKENLER CAGRI YIGINI
» if (n == 0) { // taban durum n =1 [geriSay(l)
System.out.println("Bitti"); .
return; geriSay(2)
’ CIKTI
} geriSay(3)
> i : E]
System.out.println(n); 5 main()
» geriSay(n - 1); // dzyinelemeli adim X

}
geriSay(3); // main ig¢inde



OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

geriSay(3) — geriSay(2) — geriSay(1) — geriSay(0)
yaz 3 yaz 2 yaz 1 yaz Bitti

— ¢agri - — donus

n = 0: taban durum. “Bitti” yazilir. Yigin en derinde: main + 4 cerceve.

Adim5/10
void geriSay(int n) { DEGiISKENLER CAGRI YIGINI
> System.out.println("Bitti"); i
return; geriSay(1)
’ CIKTI
} geriSay(2)
. ) 3
System.out.println(n); 5 geriSay(3)
geriSay(n - 1); // 0zyinelemeli adim
} 1 main()

geriSay(3); // main ig¢inde



OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

geriSay(3) — geriSay(2) — geriSay(1) — geriSay(0)
yaz 3 yaz 2 yaz 1 yaz Bitti

— ¢agri - — donus

return : geriSay(0) biter, cercevesi yigindan ¢ikar.

Adm 6/ 10
void geriSay(int n) { DEGiISKENLER CAGRI YIGINI
if (n == @) { // taban durum n=0 [geriSay(@)
System.out.println("Bitti"); .
> return; gerisay(1)
5 GIKTI
} geriSay(2)
) ) 3
System.out.println(n); ; geriSay(3)
geriSay(n - 1); // 6zyinelemeli adim
} 1 main()

geriSay(3); // main ig¢inde



OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

geriSay(3) — geriSay(2) — geriSay(1) _— geriSay(0)
yaz 3 yaz 2 yaz 1 yaz Bitti

dondii

— ¢agri - — donus

geriSay(1), satir 7'deki cagridan doner. Yapilacak is kalmadi — o da biter.

Adm7/10
void geriSay(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n == 0) { // taban durum n=1 [geriSay(l)
System.out.println("Bitti"); .
p— geriSay(2)
2 CIKTI
} geriSay(3)
. ) 3
System.out.println(n); 5 main()

geriSay(n - 1); // 6zyinelemeli adim
>}
geriSay(3); // main ig¢inde

1




OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

yaz 3 yaz 2 yaz 1 yaz Bitti
dondii dondii

[ geriSay(3) }-_-[ geriSay(2) ) § geriSay(1) ]-_-[ geriSay(0)

J &

— ¢agri - — donus

geriSay(2), satir 7'deki cagridan doner. Yapilacak is kalmadi — o da biter.

Adim 8 /10
void geriSay(int n) { DEGiISKENLER CAGRI YIGINI
if (n == 0) { // taban durum n =2 [geriSay(z)
System.out.println("Bitti"); .
return; gerisay(s)
5 GIKTI
} main()

3
p

System.out.println(n);
geriSay(n - 1); // 6zyinelemeli adim
>}
geriSay(3); // main ig¢inde

1




OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

N 4 \ 4
geriSay(3) geriSay(2) geriSay(1) geriSay(0)
yaz 3 yaz 2 yaz 1 yaz Bitti
) L dondii )L dondii dondii
— ¢agri - — donus
geriSay(3), satir 7'deki cagridan doner. Yapilacak is kalmadi — o da biter.
Adim9/10
void geriSay(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n == 0) { // taban durum n =3 [geriSay(3)
System.out.println("Bitti"); .
furn main()
return; CIKTI

}
System.out.println(n);

geriSay(n - 1); // 6zyinelemeli adim

>}

geriSay(3); // main ig¢inde

3
p

1




OZYINELEME NEDIR - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod Izleme: geriSay(3)

geriSay(3) geriSay(2) | § geriSay(1) geriSay(0)
yaz 3 yaz 2 yaz 1 yaz Bitti
dondi dondii )L dondii dondii

— ¢agri - — donus
Tam cergeveler dondu. 4 ¢agri yapildi (n = 3, 2, 1, 0); cikti: 3 2 1 Bitti.
Adim 10/ 10
void geriSay(int n) { DEGiISKENLER CAGRI YIGINI
if (n == 0) { // taban durum — [main()

System.out.println("Bitti");

return;

}

System.out.println(n);

geriSay(n - 1);
}
» geriSay(3);

// Ozyinelemeli adim

// main ig¢inde

CIKTI




OZYINELEME NEDIR

Is Cagridan Once mi, Sonra mr?

void geriSay2(int n) { void ileriSay(int n) {
if (n == @) return; if (n == @) return;
System.out.print(n + " "); ileriSay(n - 1); // once ¢agri
geriSay2(n - 1); // sonra ¢agri System.out.print(n + " ");
} }
geriSay2(3) ciktisi: 3 2 1 ileriSay(3) ciktisii 1 2 3
Yazdirma c¢agrilar inerken yapilr. Yazdirma cagrilar donerken yapilr.

e ileriSay(3) , 3'U yazmadan 6nce ileriSay(2) 'nin bitmesini bekler; o da 2'yi yazmadan 6nce
ileriSay(1) 'i bekler.

e ilk biten cagri en son baslayandir (n = 0). Bu yiizden cagridan sonra yapilan isler ters sirayla yapilir: 1,
2, 3.

GCagridan sonra kalan is, gerceve yiginda beklerken saklanir. Bu is y1gin ¢oziltrken yapilhr.



CAGRI YIGINI

Cagn Yigini ve Cerceveler

e Her metot ¢agrisi icin bellekte bir cergeve (frame)

acilir: parametreler, yerel degiskenler ve dontiste faktoriyel(1) n=1|
devam edilecek yer. return 1
e Cerceveler cagn yigininda tutulur: ¢cagr yapilinca ( faktoriyel(2) n=2 |
uste eklenir (push), metot bitince Ustten c¢ikar bekliyor: 2 - ?
op). Son bagslayan ilk biter: LIFO. > ~
(Pop) 2y faktoriyel(3) n=3
® Yalnizca en Ustteki cerceve calisir; alttakiler, bekliyor: 3 - ?
ustlerindeki ¢agrinin sonucunu bekler. >
. . main()
e Ozyinelemede ayni metodun birden ¢ok bekliyor: printin(?)
cercevesi ayni anda yi§inda bulunur; her birinin ) S
n'si ayridir. e "

Ozyinelemeli bir metodun bellek maliyeti, yiginda ayni anda bulunan cerceve sayisiyla, yani en
derin cagn zinciriyle belirlenir.



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

— ¢agri - < donen deger

main, faktoriyel(d) 'U ¢agirir.

Adim1/13
int faktoriyel(int n) { CIKTI GAGRI YIGINI
return 1; // taban durum

return n * faktoriyel(n - 1);

}

// main iginde:
> System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4)
n=4

— ¢agri - < donen deger

Yeni cerceve: n = 4.4 < 1 mi? Hayir.

Adim2/13
int faktoriyel(int n) {
» if (n <= 1)
return 1; // taban durum

return n * faktoriyel(n - 1);

}

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));

J

CIKTI CAGRI YIGINI
main()



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4)
n=4

— ¢agri - < donen deger

4 - faktoriyel(3): carpim icin dnce faktoriyel(3) bitmeli; bu cerceve bekler.

Adim3/13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
return 1; // taban durum

J

»  return n * faktoriyel(n - 1); main()

}

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4) — faktoriyel(3)
4 - ? (bekliyor) n=3

— ¢agri - < donen deger

Yeni cerceve: n = 3.3 < 1 mi? Hayir.

Adim4 /13
int faktoriyel(int n) { GIKTI CAGRI YIGINI
> if (n <= 1) _ | faktoriyel(3)
return 1; // taban durum .
return n * faktoriyel(n - 1); faktoriyel (1)
3 main()

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4) — faktoriyel(3)
4 - ? (bekliyor) n=3

— ¢agri - < donen deger

3 - faktoriyel(2): carpim icin once faktoriyel(2) bitmeli; bu cerceve bekler.

Adim5/13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
if (n <= 1) _ [-Faktoriyel(S)
return 1; // taban durum .
»  return n * faktoriyel(n - 1); faktoriyel(d)
¥ main()

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4) —_— faktoriyel(3) — faktoriyel(2)
4 - ? (bekliyor) 3 - ? (bekliyor) n=2

— ¢agri - < donen deger

Yeni cerceve: n = 2.2 < 1 mi? Hayir.

Adimo6/13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
» if (n <= 1) _ [-Faktoriyel(z)
return 1; // taban durum fak vel
return n * faktoriyel(n - 1); aktoriyel(3)
3 faktoriyel(d)
main()

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4) —_— faktoriyel(3) — faktoriyel(2)
4 - ? (bekliyor) 3 - ? (bekliyor) n=2

— ¢agri - < donen deger

2 - faktoriyel(1): carpim icin 6nce faktoriyel(1) bitmeli; bu cerceve bekler.

Adim7/13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
if (n <= 1) _ [-Faktoriyel(z)
return 1; // taban durum fak vel
»  return n * faktoriyel(n - 1); aktoriyel(3)
3 faktoriyel(d)
main()

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4) —_— faktoriyel(3) — faktoriyel(2) —_ faktoriyel(1)
4 - ? (bekliyor) 3 - ? (bekliyor) 2 - ? (bekliyor) taban durum

— ¢agri - < donen deger

Yeni cerceve:n = 1.1 < 1 mi? Evet.

Adim 8/ 13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
return 1; // taban durum fak vel
return n * faktoriyel(n - 1); aktoriyel(2)
3 faktoriyel(3)
faktoriyel(d)

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4)); main()



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4) —_— faktoriyel(3) — faktoriyel(2) —_ faktoriyel(1)

4 - ? (bekliyor) 3 - ? (bekliyor) 2-1 taban durum
=1

— ¢agri - < donen deger

Taban durum: return 1. Artik cagn yok; degerler geri ddnmeye baslar.

Adim9/13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
if (n <= 1) _ [-Faktoriyel(l)
> return 1; // taban durum faktorivel
return n * faktoriyel(n - 1); aktoriyel(2)
3 faktoriyel(3)
faktoriyel(d)

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4)); main()



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

faktoriyel(4) —_— faktoriyel(3) — faktoriyel(2) —_ faktoriyel(1)
4 - ? (bekliyor) 3-2 2-1 taban durum
=] 2 = 1

— ¢agri - < donen deger

faktoriyel(1) = 1 dondi —» 2 -1 = 2, return 2.

Adim 10/ 13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
if (n <= 1) _ [-Faktoriyel(z)
return 1; // taban durum fak ivel
»  return n * faktoriyel(n - 1); aktoriyel(3)
3 faktoriyel(d)
main()

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

R e A e
faktoriyel(4) —_— faktoriyel(3) faktoriyel(2) faktoriyel(1)
4-6 3.2 2-1 taban durum
=6 J \_ =2 J \. =1

— ¢agri - < donen deger

faktoriyel(2) = 2 dondi — 3 - 2 = 6, return 6.

Adim 11 /13

int faktoriyel(int n) {

if (n <= 1)
return 1; // taban durum
»  return n * faktoriyel(n - 1);

}

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));

CIKTI

CAGRI YIGINI

[Faktoriyel(S)

faktoriyel(d)

main()



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

J

faktoriyel(4) —_— faktoriyel(3) ) ( faktoriyel(2) i ( faktoriyel(1)
4-6 . Be2 2-1 taban durum

=24 =6 ) L =2 ) L =1

— ¢agri - < donen deger
faktoriyel(3) = 6 dondli — 4 - 6 = 24, return 24.
Adim 12 /13
int faktoriyel(int n) { CIKTI CAGRI YIGINI
if (n <=1) _ [-Faktoriyel(l-l)
return 1; // taban durum

»  return n * faktoriyel(n - 1); main()

}

// main iginde:
System.out.println(faktoriyel(4));



CAGRI YIGINI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktoriyel(4) ve cagr yigini

) e A s ™
faktoriyel(4) faktoriyel(3) faktoriyel(2) faktoriyel(1)
4-6 3-2 2-1 taban durum
=24 J \. =6 J L =2 J =1

— ¢agri - < donen deger

Ekrana 24. 4 cagr, yigin derinligi en fazla 4 + main — zaman ve bellek O(n).

Adim 13 /13

int faktoriyel(int n) { GIKTI

CAGRI YIGINI

return 1; // taban durum
return n * faktoriyel(n - 1);

}

// main iginde:
> System.out.println(faktoriyel(4));




CAGRI YIGINI

Yigin Tasmasi: StackOverflowError

long topla(int n) { // 1 +2+ .. 4+n

if (n == @) return 9;

return n + topla(n - 1);
}
// main icinde:
System.out.println(topla(1e_e0e)); // 50005000
System.out.println(topla(1l_000 000)); // hata

Exception in thread "main"
java.lang.StackOverflowError
at Ornek.topla(Ornek.java:3)
at Ornek.topla(Ornek.java:3)

CGagni yigini sinirh bir bellek alanidir. Boyutu
JVM'e ve isletim sistemine baglhdir; -Xss
secenegiyle degistirilebilir.

Her cerceve yer kaplar. Varsayilan ayarlarla
derinlik genellikle birkag bin ile birka¢ on bin
cagriyla sinirhdir.

topla(10_000) sigar;
topla(1_000_000) taban duruma
ulasmadan yigini doldurur.
Ayni toplam bir donguyle ya da n(n + 1)/2
formuluyle sorunsuz hesaplanir.



CAGRI YIGINI

Taban Durumu Unutmak

Taban durum yok Taban duruma

ulasilamiyor
int f(int n) { ? y

return n * f(n - 1); if (n == 1) return 1;
} return n * f(n - 1);
n=3,210 -1 -2 ..cagnlar £(0) — -1 - =2 ..:n hicbir
hi¢ durmaz. zaman 1 olmaz. n <= 1 bu

girdiyi de yakalar.

Problem kiigiilmiiyor

if (n <= 1) return 1;
return n * f(n);

Ayni girdiyle tekrar cagr:
taban durum var ama ona hig
yaklasiimiyor.

Uctiniin sonucu da aynidir: yigin dolar ve StackOverflowError olusur. Her olasi girdi (O ve
negatif degerler dahil) sonlu sayida adimda bir taban duruma ulasmalidir.



DOGRUSAL OZYINELEME

Dogrusal Ozyineleme

e Her cagr en fazla bir 6zyinelemeli cagr yapar;
cagrilar dallanmayan bir zincir olusturur.

e n boyutlu problem, n = 1 (ya da n/ 2) boyutlu tek

bir probleme indirgenir.

o Ornekler: faktoriyel, geriSay, dizinin toplami, diziyi

tersine cevirme, Us alma, bagl listenin uzunlugu.

e Dizinin toplami: ilk n 6genin toplami = ilk n = 1
o6genin toplami + a[n - 1]. Taban durum: n = 0
(bos parca) — 0.

int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 6genin toplami
if (n == 09)
return 0; // taban durum
return toplam(a, n - 1) + a[n - 1];

}

toplam(a, 3) = 13 a[3] =2
I 1
4 3 6 2
0 1 2 3

toplam(a, 4) =13 +2 =15




DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a3 | 6 | 2 | toptamta, )=
0 1 2 3 donen degerler: —

main, toplam(a, 4) 'Ucaginr: dizinin ilk 4 6gesinin toplami.

Adim 1/ 11

int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 6genin toplami

if (n == 0)
return 0; // taban durum
return toplam(a, n - 1) + a[n - 1];

}

// main ig¢inde:
int[] a = {4, 3, 6, 2};
| » System.out.println(toplam(a, 4));

DEGiSKENLER

CIKTI

CAGRI YIGINI

[main()




DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a[3]
[ 4 [ 3 [ 6 2 toplam(a, 4) = toplam(a, 3) + a[3]
0 1 2 3 donen degerler: —

n=4#0-0nce toplam(a, 3) hesaplanmali; a[3] = 2 toplamaya eklenmeyi bekler.

Adim 2 /11
int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 8genin toplami DEGISKENLER GAGRI YIGINI
I > if (n == @) (::::::> [toplam(a,u) }
return 0; // taban durum in0)
main
I »  return toplam(a, n - 1) + a[n - 1]; CIKT]

}
I/ wain ssinde: 7

int[] a = {4, 3, 6, 2};
8 System.out.println(toplam(a, 4));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

al2]
[ 4 [ 3 6 2 toplam(a, 3) = toplam(a, 2) + a[2]
0 1 ) 3 donen degerler: —

n=3#0-0nce toplam(a, 2) hesaplanmali; a[2] = 6 toplamaya eklenmeyi bekler.

Adim 3/ 11
int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 8genin toplami DEGISKENLER GAGRI YIGINI
I > if (n == @) @ [toplam(a,S) }
return 0; // taban durum lan(a. 4)
I »  return toplam(a, n - 1) + a[n - 1]; Clier toplam(a,

} main()
1/ main icinde: )

int[] a = {4, 3, 6, 2};
System.out.println(toplam(a, 4));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a[1]

[ 4 3 6 2 toplam(a, 2) = toplam(a, 1) + a[1]

0 1 2 3 donen degerler: —

n=2#0-0nce toplam(a, 1) hesaplanmali; a[1] = 3 toplamaya eklenmeyi bekler.

Adim 4/ 11
int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 8genin toplami DEGISKENLER GAGRI YIGINI
I > if (n == @) @ [toplam(a,z) }
return 0; // taban durum
I »  return toplam(a, n - 1) + a[n - 1]; toplam(a,3)
3 GIKTI toplam(a,d)

/1 main icinde: G .

int[] a = {41 3, 6, 2};
System.out.println(toplam(a, 4));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

al0]
4 3 6 2 toplam(a, 1) = toplam(a, ©) + a[@]
0 1 2 3 donen degerler: —

n=1#0-0nce toplam(a, 0) hesaplanmali; a[0] = 4 toplamaya eklenmeyi bekler.

Adim 5/ 11
int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 8genin toplami DEGISKENLER GAGRI YIGINI
| > if (n == o) (‘toptanCa,1) |
return 0; // taban durum lan(a.2)
I »  return toplam(a, n - 1) + a[n - 1]; toplam(a,
¥ CIKTI toplam(a,3)

// main icinde: toplam(a,d)
R ] '

System.out.println(toplam(a, 4)); main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

4 3 6 2 toplam(a, @) = @ (bos parca)
0 1 2 3 donen degerler: 0

n = 0: taban durum - 0 doner. Yigin en derinde: main + 5 gergeve.

Adim 6/ 11
int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 8genin toplami DEGISKENLER GAGRI YIGINI
» if (n == 0) [toplam(a,@) }
> return 0; // taban durum lan(a. 1)
return toplam(a, n - 1) + a[n - 1]; toplam(a,
} toplam(a,2)
// main i¢inde: CIKTI

toplam(a,3)
cysten. ot printin{top] )
System.out.println(toplam(a, 4)); toplam(a,d)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a[0]
4 3 6 2 toplam(a, 1) =0 + 4 = 4
0 1 2 3 donen degerler: 0 — 4

toplam(a, 0) 0 dondiirdi — 0 + a[0] = 0 + 4 = 4 doner.

Adim 7/ 11

int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 6genin toplami

2 if (n == 0)
3 return 0; // taban durum
I » return toplam(a, n - 1) + a[n - 1];
}

// main ig¢inde:
int[] a = {4, 3, 6, 2};
System.out.println(toplam(a, 4));

DEGiSKENLER

donen = 0

0

= s

- 1
=

CAGRI YIGINI
[toplam(a,l) }
toplam(a,2)

toplam(a,3)
toplam(a,d)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a[1]

[ 4 3 6 2 toplam(a, 2) =4 + 3

0 1 2 3 donen degerler: 0 - 4 - 7

toplam(a, 1) 4 dondiirdi — 4 + a[1] =4 + 3 = 7 doner.

Adim 8/ 11

int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 6genin toplami

if (n == 0)
return 0; // taban durum
I »  return toplam(a, n - 1) + a[n - 1];

}

// main ig¢inde:
int[] a = {4, 3, 6, 2};
System.out.println(toplam(a, 4));

DEGiSKENLER

e

CIKTI

CAGRI YIGINI
[toplam(a,z) J

toplam(a,3)
toplam(a,d)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a[2]
[ 4 [ 3 6 2 toplam(a, 3) =7 + 6 = 13
0 1 2 3 donen degerler:0 -4 -7 - 13

toplam(a, 2) 7 dondiirdi — 7 + a[2] = 7 + 6 = 13 doner.

Adim 9/ 11

int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 6genin toplami

if (n == 0)
return 0; // taban durum
I »  return toplam(a, n - 1) + a[n - 1];
}

// main ig¢inde:
int[] a = {4, 3, 6, 2};
System.out.println(toplam(a, 4));

DEGiSKENLER

e

donen =17

CIKTI

CAGRI YIGINI
[toplam(a,S) J

toplam(a,u)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a[3]
[ 4 [ 3 [ 6 2 toplam(a, 4) = 13 + 2 = 15
0 1 2 3 donen degerler:0 -4 -7 - 13 - 15

toplam(a, 3) 13 dondirdld — 13 + a[3] = 13 + 2 = 15 doner.

Adim 10 / 11
1 int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 6genin toplami DEGISKENLER CAGRI YIGINI
2 if (n == Q) @ [toplam(a,ll) J
3 return 0; // taban durum in0)
I » return toplam(a, n - 1) + a[n - 1]; nain
5}
6 // main icinde: GIKTI

7 int[] a = {4, 3, 6, 2};
8 System.out.println(toplam(a, 4));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: toplam(a, 4)

a[3]
[ 4 [ 3 [ 6 2 toplam(a, 4) = 13 + 2 = 15
0 1 2 3 donen degerler:0 -4 -7 - 13 - 15

Sonug 15. 5 ¢agn (n = 4, 3, 2, 1, 0): zaman O(n), en ¢ok 5 cerceve (+ main): bellek O(n).

Adim 11/ 11
int toplam(int[] a, int n) { // ilk n 8genin toplami DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n == 0) — [main()
return 0; // taban durum
4 return toplam(a, n - 1) + a[n - 1]; CIKTI

}

// main ig¢inde:
int[] a = {4, 3, 6, 2};
| » System.out.println(toplam(a, 4));



DOGRUSAL OZYINELEME

Diziyi Tersine Cevirme

e Fikir: dizinin iki ucunu degistir, aradaki parcay1 ayni
yontemle tersine cevir.

e Parca ali..jl indisleriyle verilir; ilk cagn

ters(a, 0, n - 1) .

e Taban durum: i >= j ,yaniparcada Oyada 1
oge kaldi; yapilacak is yok.

e Her cagr parcayi 2 6ge kisaltir: n 6ge icin |n/2]
degistirme, |n/2] + 1 cagr — O(n).

¢ Dizi yerinde degisir; metot bir deger dondiirmez
( void ).

L2 |

7

6 |

0

1

|
¢ [ o]

sonu¢: 619472

5



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: ters(a, 0, 5)

[2[7[4 9 1 6] a=14{2,17,4,9, 1, 6}
0 1 2 3 4 E

main, ters(a, 0, 5) 'icaginr.

Adim1/6
1 void ters(int[] a, int i, int j) { DEGiSKENLER
2 if (1 >= 3) _
3 return; // taban: © ya da 1 oge
4 dint t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t; // uglar
5 ters(a, i +1, j-1); // i¢teki parca

5}

7 // main ic¢inde:

8 int[] a = {2, 7, 4, 9, 1, 6};
I » ters(a, 0, a.length - 1);

CAGRI YIGINI

[main()




DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: ters(a, 0, 5)

i J

6 7 [ 4 9 1 2 a[@] e a[5] degisti
0 1 2 3 4 5

i=0<j=5-a[0] ile a[5] degisir: dizi6 7491 2.Sonra ters(a, 1, 4) c¢agnlr.

Adm2/6
1 void ters(int[] a, int i, int j) { DEGiSKENLER
| » if (i>=3)
3 return; // taban: © ya da 1 oge
> int t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t; // uclar j=5
>  ters(a, i +1, j - 1); // icteki parca

5}

7 // main ic¢inde:

8 int[] a = {2, 7, 4, 9, 1, 6};
9 ters(a, 0, a.length - 1);

CAGRI YIGINI

[ters(@,s)

J

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: ters(a, 0, 5)

i J

6 1 4 9 7 2 a[1] o a[4] degisti
0 1 2 3 4 5

i=1<j=4-a[l]ile a[4] degisir: dizi6 1497 2. Sonra ters(a, 2, 3) c¢agnlr.

Adm3/6
1 void ters(int[] a, int i, int j) { DEGiSKENLER
| » if (i>=3)
3 return; // taban: © ya da 1 oge
> int t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t; // uclar j=4
>  ters(a, i +1, j - 1); // icteki parca

5}

7 // main ic¢inde:

8 int[] a = {2, 7, 4, 9, 1, 6};
9 ters(a, 0, a.length - 1);

CAGRI YIGINI

[ters(l,u)

ters(0,5)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: ters(a, 0, 5)

6 1 9 4 7 2 a[2] e a[3] degisti
0 1 2 3 4 5

i=2<j=3-a[2]ilea[3] degisir: dizi6 1947 2. Sonra ters(a, 3, 2) c¢agnlr.

Adim4 /6
1 void ters(int[] a, int i, int j) { DEGiSKENLER
| » if (i>=3)
3 return; // taban: © ya da 1 oge
> int t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t; // uclar j=3
> ters(a, i +1, j - 1); // ig¢teki parca

5}

7 // main ic¢inde:

8 int[] a = {2, 7, 4, 9, 1, 6};
9 ters(a, 0, a.length - 1);

CAGRI YIGINI

[ters(2,3)

J

ters(1,d)
ters(0,5)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: ters(a, 0, 5)

6 1 2 4 7 2 i=323j=2- taban durum
0 1 2 3 4 5

i =3 2 j = 2: taban durum, ortada cevrilecek 6ge kalmadi. Yiginda main + 4 cerceve.

Adm5/6
1 void ters(int[] a, int i, int j) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI
> if (i >= ) [ ters(3,2)
> return; // taban: 0 ya da 1 6ge
. o . o . . — ters(2,3)

4 int t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t; // uclar J
5 ters(a, i +1, j - 1); // icteki parca ters(l,d)
6

} ters(0,5)
7 // main ic¢inde:
8 int[] a = {2, 7, 4, 9, 1, 6}; main()

9 ters(a, 0, a.length - 1);



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: ters(a, 0, 5)

6

1

9

4

7

2

tersine c¢evrilmis dizi

0

1

2

3

4

5

Cerceveler sirayla doner; donuste yapilacak is yok. Sonuc: 6 19 4 7 2. 3 degistirme, 4 cagri.

1 void ters(int[] a, int i, int j) {
2 if (1 >= j)

3 return;

4 int t = a[i]; a[i]

5 ters(a, i +1, j

°}

7 // main ic¢inde:
g int[] a

- 1);

{2, 7, 4, 9, 1, 6};

I » ters(a, 0, a.length - 1);

// taban: © ya da 1 oge
= a[jl; a[j] = t;

Adm©6/6

DEGiSKENLER CAGRI YIGINI

— [ main()

// uclar

// ic¢teki parca



DOGRUSAL OZYINELEME

Us Alma: Yavas ve Hizli

Yavas: x" = x - x"", x° = 1

long us(long x, int n) {
if (n == @) return 1;
return x * us(x, n - 1);

}

Hizh: Ussu her adimda yariya indir

X" = (xX2)? (n cift)
X" = x - (x""V2)2 (n tek)

210 — (25)2, 25 =2. (22)2'
22 — (21)2[ 21 =2. (20)2

n us: cagri hizliUs: cagn
10 11 5

100 101 8

1000 1001 11

10° 1000 001 21

Yavas stirim n + 1 ¢agn yapar: O(n). Hizh sirimde

n her cagrida yariya iner: [logz n| + 2 ¢cagri, O(log
n).



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) hizliUs(2,5) hizliUs(2,2)
y-y 2-y-y yy

— ¢agri - — donus

main, hizliUs(2, 10) 'ucaginr: 2'°.

Adim 1/ 11
1 long hizliUs(long x, int n) {
2 if (n == @) return 1; // taban durum
3 long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2)
4 if (n % 2 == @) return y * y; // n ¢ift
5 return x * y * y; // n tek

5}
7 // main i¢inde:
I » System.out.println(hizliUs(2, 10));

hizliUs(2,1) hizliUs(2,0)
2-y-y 1
DEGiSKENLER GCAGRI YIGINI
— [main()

CIKTI



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) hizliUs(2,5) hizliUs(2,2)
y'y 2-y-y yy

— ¢agri - — donus

n=10#0-06ncey = hizliUs(2, 5) hesaplanir(10/2 =5).

Adim 2 / 11
1 long hizliUs(long x, int n) {
» if (n == @) return 1; // taban durum
» long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2)
4 if (n % 2 == @) return y * y; // n ¢ift
5 return x * y * y; // n tek

5}
7 // main i¢inde:
8 System.out.println(hizliUs(2, 10));

hizliUs(2,1)
2-y-y

DEGiSKENLER

X =2

n =10

CIKTI

hizliUs(2,0)
1

GCAGRI YIGINI
[hiztiUs(2,1ej

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—] hizlius(2,5) hizliUs(2,2)
y-y 2-y-y y-y

— ¢agri - — donus

n=5#0—-0ncey= hizliUs(2, 2) hesaplanir(5/2 =2).

Adim 3/ 11
1 long hizliUs(long x, int n) {
» if (n == @) return 1; // taban durum
» long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2)
4 if (n % 2 == @) return y * y; // n ¢ift
5 return x * y * y; // n tek

5}
7 // main i¢inde:
8 System.out.println(hizliUs(2, 10));

hizliUs(2,1)
2-y-y

DEGiSKENLER

X =2

(n=s)
CIKTI

hizliUs(2,0)
1

GCAGRI YIGINI
[ hizlius(2,5) |

hizliUs(2,10)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—| hizliUs(2,5) |—| hizliUs(2,2) hiz1liUs(2,1) hiz1iUs(2,0)
y'y 2-y-y y'y 2:y-y 1
— ¢agri - — donus
n=2#0-0ncey= hizliUs(2, 1) hesaplanir(2/2 =1).
Adim 4 /11
1 long hizliUs(long x, int n) { DEGISKENLER GCAGRI YIGINI
» if (n == @) return 1; // taban durum X =2 [hizliUs(Z,z)J
» long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2) .
. 0 . hizliuUs(2,5)
4 if (n % 2 == @) return y * y; // n ¢ift
5 return x * y * y; // n tek hizliUs(2,10)
6
} CIKTI main()

8 System.out.println(hizliUs(2, 10));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—| hizliUs(2,5) |—| hizliUs(2,2) |—] hizliUs(2,1) hizliUs(2,9)
y-y 2-y-y y'y 2-y-y 1
— ¢agri - — donus
n=1#0-0ncey= hizliUs(2, 0) hesaplanir(1/2 =0).
Adim 5/ 11
1 long hizliUs(long x, int n) { DEGISKENLER GCAGRI YIGINI
» if (n == @) return 1; // taban durum X =2 [hizliUs(Z,l)J
» long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2) hizliUs(2.2)
4 if (n % 2 == 0) returny * y; // n ¢ift n=1 1zL1Est e
5 return x * y * y; // n tek hizliUs(2,5)
6
¥ GIKTI hizliUs(2,10)

+ System.ovt.rit )
8 System.out.println(hizliUs(2, 10)); main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—| hizlius(2,5) |—| hizliUs(2,2) |—| hizliUs(2,1) |—] hizliUs(2,0)
y-y 2-y-y y-y 2-y-y 1
=1
— ¢agri - — donus
n = 0: taban durum — 1 déner (2° = 1).
Adim 6/ 11
1 long hizliUs(long x, int n) { DEGISKENLER GCAGRI YIGINI
I » if (n == @) return 1; // taban durum X =2 [hizliUs(Z,O)J
3 long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2) hizliUs(2.1)
4 if (n % 2 == 0) returny * y; // n ¢ift n==0 1z11Us(2,
5 return x * y * y; // n tek hizlius(2,2)
6
¥ hizliUs(2,5)
7 // main icinde: GIKTI

8 System.out.println(hizliUs(2, 10)); _ hizliUs(2,10)

main()



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—| hizlius(2,5) |—| hizliUs(2,2) |—] hizliUs(2,1) |[|—| hizlius(2,0)
y-y 2-y-y y-y 2-y-y . 1
=2 =1

— ¢agri - — donus

y=T1geldin=1tek—-2-y-y=2-1-1=2d0bner.

Adim 7 / 11

1 long hizliUs(long x, int n) { DEGiSKENLER CAGRI YIGINI
2 if (n == @) return 1; // taban durum X =2 [hizliUscz,l)J
3 long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2) hizliUs(2 2)
4 if (n % 2 == @) return y * y; // n ¢ift n=1 1z11Us(2,

I » return x * y * y; // n tek o7 hizliUs(2,5)
6} y © R

hizlius(2,10)
7 // main i¢inde:
CIKTI main()

8 System.out.println(hizliUs(2, 10));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—[ hizlius(2,5) |—[ hiz1ivs(2,2) |—( hiz1ivs(2,1) |—[ hizlius(2,0)
y-y 2-y-y y-y 2-y-y . 1
=4 L =2 =1

J

— ¢agri - — donus

y=2geldi.n=2¢ift - y-y=2-2=4doner.

Adim 8 / 11
long hizliUs(long x, int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n == @) return 1; // taban durum X =2 [hizliUs(Z,z)J
long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2) hizliUs(2,5)
I » if (n % 2 ==0) returny *y; // n ¢ift @ izlius(2,5
5 return x *y * y; // n tek y -2 hizliuUs(2,10)
] main()
// main ic¢inde:
CIKTI

System.out.println(hizliUs(2, 10));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—[ hizlius(2,5) )—[ hiz1livs(2,2) |—( hizlivs(2,1) |—[ hizlius(2,0)
y-y 2-y-y y-y - 2-y-y 1
=32 ) L =4 =2 =1

— ¢agri - — donus

y=4geldin=5tek -2 -y-y=2-4-4=32d0bner.

Adim 9/ 11
long hizliUs(long x, int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n == @) return 1; // taban durum X =2 [hizliUs(Z,S)J
long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2) T
4 if (n % 2 ==0) return y * y; // n ¢ift @ hizliUs(2,10)
I » return x *y * y; // n tek y - u main()
}
// main ic¢inde:
GIKTI

System.out.println(hizliUs(2, 10));



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,2)

hizliUs(2,10) |—| hizlius(2,5) A
y-y . 2-y-y

= 1024 =32

J/

ot

hizliUs(2,1)

—| hizliUs(2,0)
2:y-y . 1
=2 =1

— ¢agri - — donus

y = 32 geldi.n = 10¢ift = y -y = 32-32 = 1024 doner.

long hizliUs(long x, int n) {
if (n == @) return 1;
long y = hizliUs(x, n / 2);
| »
return x * y * y;

}

// main ic¢inde:

System.out.println(hizliUs(2, 10));

if (n % 2 == @) return y * y;

Adim 10/ 11

// taban durum
// x~(n/2)

// n ¢ift

// n tek

DEGiSKENLER GCAGRI YIGINI

x =2 [ hizlius(2,10)
n =10 main()
y = 32

CIKTI



DOGRUSAL OZYiNELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: hizliUs(2, 10)

hizliUs(2,10) |—| hizliUs(2,5) A 1 hizliUs(2,2) |—| hizliUs(2,1) |—| hizliUs(2,0)
y-y . 2-y-y y-y . 2-y-y 1
= 1024 =32 J U =4 =2 =1

— ¢agri - — donus

Sonug 1024. Yalnizca 5 ¢agri; yavas us(2, 10) 11 ¢agr yapardi.

Adim 11/ 11
long hizliUs(long x, int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n == @) return 1; // taban durum . [main() J
long y = hizliUs(x, n / 2); // x~(n/2)
4 if (n % 2 == 0) return y * y; // n ¢ift CIKTI

return x * y * y; // n tek 1024
}

// main ic¢inde:
I » System.out.println(hizliUs(2, 10));



IKiLI OZYINELEME

Fibonacci Sayilan

int fib(int n) {
if (n <= 1) return n; // taban durum
return fib(n - 1) + fib(n - 2);

}

F(0) =0, F(1) =1
Fn)=Fn -1+ Fin-2) (n>2)

o ikili 6zyineleme: bir cagr iki 6zyinelemeli cagri
yapar.

e Cagrilar artik zincir degil, bir cagri agaci
olusturur: her digim bir ¢agri, cocuklari onun
yaptigi cagrilar.

e Tanim koda dogrudan dokdlir; iki taban durum
vardirn=0ven = 1.

e Agacta ayni deger birden cok kez hesaplanir;
maliyeti bu belirler.



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

f(4)
T (:) simdi calisan
£(3) £(2) O yiginda, bekliyor
— — (O degerini dondrdi
f(2) f(1) f(1) f(o) heniiz cagrilmadi
T
(1) f(e)
main, fib(4) 'G caginr.
Adim 1/15
int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n <= 1) return n; // taban durum — (main()
return fib(n - 1) + fib(n - 2);
} GIKTI

| > system.out.println(fib(4));



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan

£(3) £(2) O yiginda, bekliyor
— — (O degerini dondrdi
f(2) f(1) f(1) f(o) heniiz cagrilmadi
— T~
f(1) f(o)

fib(4) :n>1 - 0nce fib(3) c¢agrilir; fib(2) sirada bekler.

Adim 2 /15

int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

» if (n <= 1) return n; // taban durum e (Fib(u)

»  return fib(n - 1) + fib(n - 2); inQ)
main

} CIKTI

// main ig¢inde:



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
£(2) O yiginda, bekliyor
! — (O degerini dondrdi
f(2) f(1) f(1) f(o) heniiz cagrilmadi
— T
(1) f(o)

fib(3) :n>1 - 06nce fib(2) c¢agrlir; fib(1) sirada bekler.

Adim 3 /15

int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

» if (n <= 1) return n; // taban durum @ [-Fib(S)

»  return fib(n - 1) + fib(n - 2); £ib(4)
i
} CIKTI

// main icinde: main()



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
sz) O yiginda, bekliyor
— (O degerini dondrdi
f(1) (1) f(o) heniiz cagrilmadi

f(1) f(0)
fib(2) :n>1 - 06nce fib(1) c¢agrnlir; fib(®) sirada bekler.

Adim 4 /15

int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

» if (n <= 1) return n; // taban durum @ [-Fib(2)

»  return fib(n - 1) + fib(n - 2); £1b(3)
i
}
// main icinde: CIKTI fib(u)

System.out.println(fib(4)); mainC)



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
£(2) O yiginda, bekliyor
— (O degerini dondrdi
f(1) (1) f(o) heniiz cagrilmadi
f(o)
fib(1) :taban durum - 1 doner.
Adim5/15
int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

| » if (n <= 1) return n; // taban durum [-Fj_b(l)

return fib(n - 1) + fib(n - 2); £ib(2)
i

}

// main icinde: CIKTI fib(3)

Sys‘tem.out.pr‘intln(fib(4)); — 'Fib(’-l-)

main()



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
£(2) O yiginda, bekliyor
— (O degerini dondrdi
f(1) (1) f(o) heniiz cagrilmadi
=0
ikinci terim:  £ib(®) :taban durum — 0 doner.
Adim 6/ 15
int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

| » if (n <= 1) return n; // taban durum [-Fj_b(@)

return fib(n - 1) + fib(n - 2); £ib(2)
i

}

// main icinde: CIKTI fib(3)

Sys‘tem.out.pr‘intln(fib(4)); — 'Fib(’-l-)

main()



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

7 O simdi calisan
£(2) O yiginda, bekliyor
— (O degerini dondrdi
f(1) (1) f(o) heniiz cagrilmadi
=0
fib(2) = fib(1) + fib(0) =1 + 0 = 1 doner.
Adim 7 /15
int fib(int n) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI
if (n <= 1) return n; // taban durum [Fib(2)
| »  return fib(n - 1) + fib(n - 2); i
} £ib(1) =1 ib(3)
// main icinde: £ib(0) = 0 fib(4)

System.out.println(fib(4)); mainC)

CIKTI



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
£(2) O yiginda, bekliyor
=1 — = O degerini déndirdi
(1) f(o) heniiz cagrilmadi
ikinci terim:  £ib(1) :taban durum — 1 doner.
Adim 8 /15
int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

| » if (n <= 1) return n; // taban durum [-Fj_b(l)

} return fib(n - 1) + fib(n - 2); £ib(3)
// main icinde: CIKTI fib(u)

System.out.println(fib(4)); mainC)



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

7 O simdi calisan
£(2) O yiginda, bekliyor
=1 — = O degerini déndirdi
(1) f(o) heniiz cagrilmadi
£ib(3) =fib(2) + fib(1) =1+ 1 = 2 doner.
Adim 9/ 15
int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (n <= 1) return n; // taban durum Lfib(3)
| »  return fib(n - 1) + fib(n - 2); i
} fib(2) =1 fib(w)
// main ic¢inde: £ib(1) = 1 main()

System.out.println(fib(4));

CIKTI



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan

O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdi
f(e) heniiz cagrilmadi

(1)

fib(4) ikinci terimicin £ib(2) 'yi caginir: fib(2) ikinci kez hesaplanacak. Once fib(1).

Adim 10/ 15

int fib(int n) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

» if (n <= 1) return n; // taban durum @ (-Fib(2)

»  return fib(n - 1) + fib(n - 2); £ib(4)
i
} CIKTI

// main icinde: main()



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdi

heniiz cagrilmadi

fib(1) :taban durum — 1 doner.

Adim 11/ 15

int fib(int n) { DEGISKENLER
| » if (n <= 1) return n; // taban durum
return fib(n - 1) + fib(n - 2);
}
// main ig¢inde:
System.out.println(fib(4));

CIKTI

CAGRI YIGINI

[fib(l)

fib(2)
fib(4)

main()



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdi

heniiz cagrilmadi

ikinci terim:  fib(@) :taban durum — 0 doner.

Adim 12 /15

int fib(int n) { DEGISKENLER
| » if (n <= 1) return n; // taban durum
return fib(n - 1) + fib(n - 2);
}
// main ig¢inde:
System.out.println(fib(4));

CIKTI

CAGRI YIGINI

[fib(o)

fib(2)
fib(4)

main()



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdi

heniiz cagrilmadi

fib(2) = fib(1) + fib(0) =1 + 0 = 1 doner.

Adim 13 /15
int fib(int n) { DEGISKENLER GCAGRI YIGINI
N if (n <='1) return n;. // taban durum [-Fib(z)
| } return fib(n - 1) + fib(n - 2); e N £ib(u)

// main icinde: main()

System.out.println(fib(4));

—
1

fib(0) =0

CIKTI



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdi

heniiz cagrilmadi

fib(y) =fib(3) + fib(2) =2 + 1 = 3 doner.

Adim 14/ 15
int fib(int n) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI
if (n <= 1) return n; // taban durum [-Fib(l.l)
| »  return fib(n - 1) + fib(n - 2); .
) £ib(3) = 2 main()

// main ig¢inde:
System.out.println(fib(4));

()
1

fib(2) =1

CIKTI



IKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: fib(4) cagri agaci

O simdi calisan
O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdi

heniiz cagrilmadi

fib(4) = 3.9 cagr: fib(2) iki kez, fib(1) U¢ kez, fib(0) iki kez hesaplandi.

Adim 15/ 15
int fib(int n) { DEGiISKENLER CAGRI YIGINI
if (n <= 1) return n; // taban durum — [main()
return fib(n - 1) + fib(n - 2);
} GIKTI

| > system.out.println(fib(4));



IKiLI OZYINELEME

Ozyinelemenin Maliyeti

int fib(int n) {

if (n <= 1) return n;

return fib(n - 1) + fib(n - 2);
}

e faktoriyel: T(n) = T(n - 1) + ¢ = n ¢agrn — O(n)
zaman, O(n) yigin bellegi.

o fib: her cagn iki cagn yapar; ayni alt problemler
tekrar tekrar ¢ozulur.

e fib(4) - 9 cagr; turuncu f(2) iki kez
hesaplaniyor. Cagri sayisi tistel buydr (= 1,6").

e (Cozum: sonuglan sakla veya donguyle hesapla
- O(n).



IKiLI OZYINELEME

Tekrarlanan Hesaptan Kacinmak

n fib(n) fib cagn sayisi
5 5 15

10 55 177

20 6 765 21 891

30 832 040 2 692 537
40 102 334 155 331 160 281

Gagrisayisi=2-F(n+ 1) = 1:nher 1
arttiginda yaklasik 1,6 katina ¢ikar.

long[] bellek = new long[91]; // ©: hesaplanmadi
long fibBellek(int n) {
if (n <= 1) return n;
if (bellek[n] != @) return bellek[n];
bellek[n] = fibBellek(n - 1) + fibBellek(n - 2);
return bellek[n];
}

long fibDongu(int n) {
long a = 0, b = 1; // F(@), F(1)
for (int 1 = 0; i < n; i++) {
long t =a+b; a=>b; b=rt;
}

return a;

}

Hesaplanan degerler bir dizide saklanirsa her deger bir kez hesaplanir: fibBellek(40) 79
cagn yapar. Donguli stirim O(n) zaman ve O(1) bellekle calisir.



IKiLI OZYINELEME

Ozyinelemeli ikili Arama

e Sirali dizide x aranir: ortadaki 6geye bakilr; x
kicukse sol yarida, blyukse sag yarida ayni
arama yapilir.

e ki taban durum: aralik bos ( 1o > hi ) - -1;
ortadaki 6ge x — indisi. -

e Kodda iki 6zyinelemeli cagri yazilidir ama her

cagr bunlardan yalnizca birini yapar.
Fibonacci gibi agac olusmaz; cagrilar bir
zincirdir.
o Aralik her cagrida yariya iner: T(n) = T(n/2) + ¢ fib: iki cagn — agac ikiliAra: biri secilir — zincir

— O(log n) zaman ve O(log n) yigin bellegi.
e n=10icin en cok 5, n = 10°%icin en cok 21
cagri.



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

X = 23

[ 2 I 5 I 8 I 12 16 23 38 56 I 72 I 91

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
main, 10 6geli sirali dizide 23'G arar: ikiliAra(a, 23, 0, 9) .
Adim 1/10
int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik — {main()
int mid = (lo + hi) / 2;
if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu CIKTI

return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari

return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari

}
I » System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9));



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo mid hi
X = 23

[ 2 [ 5 [ 8 [ 12 16 23 38 56 [ 72 [ 91 aralik: 10 6ge

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

lo = 0 < hi = 9: aralik bos degil. mid = (0 + 9) / 2 = 4, a[4] = 16.
Adim2/10
int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) { DEGiSKENLER CAGRI YIGINI

» if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik X = 23 {ikiliAra(0,9) J
» int mid = (lo + hi) / 2; .

if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu lo=0 main()

if (x < a[mid])
return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari
return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari
¥
9 System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9)); CIKTI

i=9

= >
.
]
=



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo hi

X = 23
2 5 8 12 16 ‘ 23 38 56 [ 72 [ 91 aralk: 5 6ge
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

23 > 16 — sag yari: ikiliAra(a, 23, 5, 9) . Solyariya hi¢ bakilmaz.

Adim3/10
int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI
if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik X = 23 (ikiliAra(0,9) }
int mid = (lo + hi) / 2; s
» if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu lo =0 malin

»  if (x < a[mid])

return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari =9
I »  return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari mid = 4
¥
System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9)); CIKTI



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo mid hi
X = 23
2 5 8 12 16 ‘ 23 38 56 72 [ 91 aralk: 5 6ge
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

lo =5 < hi =9:aralik bos degil. mid = (5+9)/2 =17, a[7] = 56.

Adim 4 /10
int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI
» if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik X = 23 {ikiliAra(5,9) }
» int mid = (lo + hi) / 2; ikiliAra( )
4 if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu lo =5 thiliAra(o,9
5 if (x < a[mid]) hi = © main()

return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari

7 return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari

}
System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9)); CIKTI



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo hi
N X = 23
2 5 8 12 16 ‘ 23 38 56 72 91 aralik: 2 6ge
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

23 < 56 — sol yar:: ikiliAra(a, 23, 5, 6) .Sag yariya hic bakilmaz.

Adim 5/10
int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI
if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik X = 23 {ikiliAra(5,9) }
int mid = (lo + hi) / 2; e
» if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu lo =5 ikiliAra(e,9)
»  if (x < a[mid]) hi = 9 main()
> return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari
return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari mid =7
}
System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9)); CIKTI



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo, mid hi
2 5 8 12 16 23 38 56
0 1 2 3 4 5 6 7

lo =5 < hi = 6: aralik bos degil. mid = (5 + 6) /2 = 5, a[5] = 23.

Adim 6/ 10

int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) {
» if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik
» dint mid = (lo + hi) / 2;
if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu
if (x < a[mid])
return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari
return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari
¥
System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9));

72 91
8 9

DEGiSKENLER

x =23

X = 23

aralik: 2 6ge

CAGRI YIGINI
[ ikiliara(s,6) |

ikiliAra(5,9)
ikiliAra(o,9)

main()



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo, mid hi
2 5 8 12 16 23 38 56
0 1 2 3 4 5 6 7

a[5] = 23 = x: taban durum (bulundu) — 5 doéner.

Adim7/10

int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) {
if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik
int mid = (lo + hi) / 2;
I » if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu
if (x < a[mid])
return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari
return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari
¥
System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9));

X = 23

aralik: 2 6ge

72 91
8 9

DEGiSKENLER

x = 23
lo =5
hi =6
mid = 5
CIKTI

CAGRI YIGINI
[ ikiliara(s,6) |

ikiliAra(5,9)
ikiliAra(o,9)

main()



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo, mid hi
) X = 23
2 5 8 12 16 | 23 |38 | 56 72 91 ...
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ikiliAra(a, 23, 5, 9) aldigi5'i return ileoldugu gibi iletir.
Adim 8 /10
int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI

if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik {ikiliAra(5,9) }

int mid = (lo + hi) / 2; ikiliAra( )
if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu CIKTI thiliAra(o,9

if (x < a[mid]) main()
I > return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari _

return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari

}
System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9));




iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo, mid hi
- X = 23
2 5 8 12 16 23 38 56 72 N analik: 2 63e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ikiliAra(a, 23, 0, 9) de 5'iiletir. Donuste yeni hesap yapilmaz.

Adim 9/10
int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) { DEGISKENLER GAGRI YIGINI
if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik dénen = 5 {ikiliAra(0,9) }

int mid = (lo + hi) / 2;

if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu main(J

CIKTI

if (x < a[mid])
return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yara _

I »  return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yara
}
System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9));



iKiLi OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: ikiliAraCa, 23, 0, 9)

lo, mid hi
2 5 8 12 16 23 38 56
0 1 2 3 4 5 6 7

Sonug 5. 3 ¢agn; aralik 10 = 5 — 2 6geye indi.

Adim 10/ 10

int ikiliAra(int[] a, int x, int lo, int hi) {
if (lo > hi) return -1; // taban: bos aralik
int mid = (lo + hi) / 2;
if (a[mid] == x) return mid; // taban: bulundu
if (x < a[mid])
return ikiliAra(a, x, lo, mid - 1); // sol yari
return ikiliAra(a, x, mid + 1, hi); // sag yari
}
I » System.out.println(ikiliAra(a, 23, @, 9));

X = 23
72 o1 aralik: 2 6ge
8 9
DEGiSKENLER CAGRI YIGINI
— {main()
GIKTI



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri (Towers of Hanoi)

Bilgisayar bilimi ve matematikte klasik bir problem: bir disk y1gini, kurallara uyularak kaynak
cubuktan hedef cubuga tasinir.

e Bir hamlede yalnizca bir disk tasinir (bir
cubugun en Usttindeki).

e Bir disk yalnizca daha biiyiik bir diskin
ustiine ya da bos cubuga konabilir.

e Amag: yardimci gubugu kullanarak tim , :
diskleri kaynaktan (A) hedefe (C) tasimak.

Ozyinelemeli fikir: n-1 diski A'dan B'ye tasi — en bulyiik diski A'dan C'ye tasi — n—1 diski
B'den C'ye tasi. Hamle sayisi T(n) = 2T(n-1) + 1 = 2" = 1.



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

A B C
Baslangic: 3 disk A cubugunda (blytk altta). Hedef: hepsini C'ye tasimak.

Adm1/8



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

A B
Hamle 1: disk 1, A - C.

Adm2/8



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

T e )

A B
Hamle 2: disk 2, A — B.

Adm3/8



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

Hamle 3: disk 1, C — B.

Adim4 /8



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

Hamle 4: disk 3, A - C.

Adim5/8



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

L Lz ]

A B
Hamle 5: disk 1, B — A.

Adm6/8



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

A B
Hamle 6: disk 2, B — C.

Adm7/8



HANOI VE GERIi iZLEME

Hanoi Kuleleri: 3 Diskle 7 Hamle

A B
Hamle 7: disk 1, A — C. Bitti: 2> - 1 = 7 hamle.

Adm8/8



HANOI VE GERIi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

3:A-C

/\ main, hanoi(3, 'A', 'B',

2:A-B 2:B-C 'C') caginr. Agactaki her kutu

(1) bir cagri: n:k k—hedef.
> /\ /\ Ir ¢agri: ntkayna ede

1:A-C 1:C-B 1:B-A 1.A—-C

Adim 1/19

1 void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiSKENLER
2 if (n ==1) { .

3 System.out.println("1: " + k + "»" + h);

4 return;
5
6
7
8

} GCAGRI YIGINI GIKTI

hanoi(n - 1, k, h, y); [main() ] -

System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h);
°}
10 // main ic¢inde:
| » hanoi(3, 'A', 'B', 'C');




HANOI VE GERIi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

main: yeni ¢erceve agildi. n = 3
# 1 — Once Ustteki 2 disk A

2:A-B 2:B-C

D cubugundan B cubuguna
/\ /\ tasinmali.

1:A-C 1:C-B 1:B-A 1.A—-C

A B
Adim2 /19
1 void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiSKENLER
’ i -_—
Iy e =-nt, (n=3)(k=0)(y=8)(h=0)
3 System.out.println("1: " + k + "»" + h);
4 return;
50} CAGRI YIGINI CIKTI
7 System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
¢  hanoi(n - 1, y, k, h); main()

° %
10 // main ic¢inde:
11 hanoi(3, 'A', 'B', 'C");



HANOI VE GERIi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Satir 6: hanoi(2,A,C,B): yeni
cerceve acildi.n =2 # 1 — dnce

2:B-C

B ustteki 1 disk A cubugundan C
/\ cubuguna tasinmali.
3 1:A-C 1.C-B 1:.B-A 1.:A-C
A B
Adim 3 /19
1 void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiSKENLER
’ i -_—
3 System.out.println("1: " + k + "»" + h);
4 return;
50} CAGRI YIGINI CIKTI
7 System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
& hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(3,A,B,C)

°}
10 // main ic¢inde:
11 hanoi(3, 'A', 'B', 'C");

main()



HANOI VE GERIi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Satir 6: hanoi(1,A,B,C): yeni

2:B-C cerceve acildi. n == 1 — taban
durum: disk 1, A - C.
(2 )
3 1.C-B 1.:A-C
A B C
Adim4 /19

1 void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiSKENLER
’ i -_—
> System.out.println("1: " + k + "»" + h);
4 return;
50} CAGRI YIGINI CIKTI
6  hanoi(n - 1, k, h, y); [hanoi(l,A,B,C) ]
7 System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
g hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,A,C,B)

°}
10 // main ic¢inde:
11 hanoi(3, 'A', 'B', 'C'); main()

hanoi(3,A,B,C)



HANOI VE GERIi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

return: cerceve yigindan atilir,

2:B-C . ..
kontrol cagirana doner.
/\
3 1:A-C 1.C-B 1:.B-A 1.:A-C
A B
Adim5/19
1 void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiSKENLER
2 =
Hh=1{ n=1)(k=A)(y=8)(h=c
3 System.out.println("1: " + k + "»" + h);
| > return;
500} CAGRI YIGINI CIKTI
6  hanoi(n - 1, k, h, y); [hanoi(l,A,B,C) ]
7 System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
g hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,A,C,B)

° %
10 // main ic¢inde:
11 hanoi(3, 'A', 'B', 'C"); main()

hanoi(3,A,B,C)



HANOI VE GERIi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Sol alt cagn bitti; A cubugunda
yalnizca disk 2 kaldi — Disk 2: A

— B.
() C2) 1:A-C 1.C-B 1:.B-A 1.:A-C
Adim6/19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiSKENLER
System.out.println("1: " + k + "»" + h);
4 return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n - 1, k, h, y); [hanoi(z,A,C,B) ] e
| > sSystem.out.println(n + ": " + k + ">" + h); 2. A
. : A-B
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(3,A,B,C)
}

// main icinde: main()

hanoi(3, 'A', 'B', 'C");



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Satir 8: hanoi(1,C,A,B): yeni
cerceve acildi. n == 1 — taban

/\ durum: disk 1, C - B.

Adim7 /19

1:A-C

void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiISKENLER

K ) (=) &=0G=~)(n=8

System.out.println("1: " + k + "»" + h);

return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n -1, k; h: Y)S [hanoi(l,C,A,B) ]
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,A,C,B)
) hanoi(3,A,B,C)

// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C'); main()



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

return: cerceve yigindan atilir,
kontrol ¢cagirana doner.

(3 ) 2 1:A-C 1:.C-B
C
Adim 8 /19

void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiISKENLER

#h=1{ n=1)(k=c)(y=a)(h=8B
System.out.println("1: " + k + "»" + h);
| > return;

} GAGRI YIGINI
hanoi(n -1, k; h: Y)S [hanoi(l,C,A,B) ]
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,A,C,B)

}

// main icinde: hanoi(3,A,B,C)

hanoi(3, 'A', 'B', 'C'); main()



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

/////!!!!!!!\\\\\
hanoi(2,A,C,B) biter; cercevesi

2:A-B

/\ atilr.

1:A-C 1:C-B

Adim9/19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiISKENLER

if (n==1) { s (m=2)(k=a)(G=c)(h=8

System.out.println("1: + k + ">

return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n -1, k; h: Y)S [hanoi(2,A,c'B) ]
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(3,A,B,C)

| >3
// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C");

main()



HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Sol alt cagn bitti; A cubugunda

yalnizca disk 3 kaldi — Disk 3: A

NN

2 C 3 )
A C
Adim 10/ 19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER

(=1 { n=3)k=a)(y=8)(h=c

System.out.println("1: " + k + "»" + h);

return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n - 1, k, h, y); [hanoi(B,A,B,C) J

» sSystem.out.println(n + ": " + k + "»" + h);

hanoi(n - 1, y, k, h); main()

}
// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C');




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Satir 8: hanoi(2,B,A,C): yeni
cerceve acildi.n =2 # 1 — dnce
ustteki 1 disk B cubugundan A
cubuguna tasinmali.

Adim 11 /19

void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER

o =) n=2)(k=8)(y=a)(n=c
System.out.println("1: " + k + "»" + h);

return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n -1, k; h: Y)S [hanoi(z,B,A,C) J
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(3,A,B,C)

}
// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C');

main()



HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Satir 6: hanoi(1,B,C,A): yeni
cerceve acildi. n == 1 — taban
durum: disk 1, B - A.

AN

C2) C 3 )
A B C
Adim 12 /19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER
> i ]
1 (n==1) { n=10) k=8)GG=0)(h=a
> System.out.println("1: " + k + "»" + h);
return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n -1, k; h: Y)S [hanoi(l,B,C,A) J
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,B,A,C)

}

// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C'); main()

hanoi(3,A,B,C)




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

return: cerceve yigindan atilir,
kontrol cagirana doner.

AN

C2) C 3 )
A B C
Adim 13 /19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER

1'F(n==1){. n=1 k =B y:c h =A

System.out.println("1: " + k + "»" + h);

> return;

} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n - 1, k, h, y); [hanoi(l,B,C,A) J
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,B,A,C)

}

// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C'); main()

hanoi(3,A,B,C)




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

Sol alt cagn bitti; B cubugunda
yalnizca disk 2 kaldi — Disk 2: B

(L‘ N "c
3
A B C
Adim 14 /19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER
1'F(n==1){. n=2 k:B y=A h=C
System.out.println("1: " + k + "»" + h);
return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n -1, k; h: Y)S [hanoi(z,B,A,C) J
» sSystem.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(3,A,B,C)

}
// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C');

main()




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

AN

Satir 8: hanoi(1,A,B,C): yeni
cerceve acildi. n == 1 — taban
durum: disk 1, A = C.

A
Adim 15/ 19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER
» i ]
1 (n==1) { n=1)(k=a)(y=8) h=c
> System.out.println("1: " + k + "»" + h);
return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n - 1, k, h, y); [hanoi(l,A,B,c) ]
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,B,A,C)

}

// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C'); main()

hanoi(3,A,B,C)




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

AN

return: cerceve yigindan atilir,
kontrol cagirana doner.

A
Adim 16 / 19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER
1f(n==1){. n=1 k = A y:B h =C
System.out.println("1: " + k + "»" + h);
> return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n -1, k; h; Y)S [hanoi(l,A,B,C) J
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(2,B,A,QC)

}

// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C'); main()

hanoi(3,A,B,C)




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

/////!!!!!!!\\\\\
hanoi(2,B,A,C) biter; cercevesi

NN

A
Adim 17 /19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER
lf(nzzl){‘ n=2 sz y=A h:C
System.out.println("1: " + k + "»" + h);
return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n -1, k; h; Y)S [hanoi(2,B,A,C) ]
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); hanoi(3,A,B,C)

>}
// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C");

main()




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

/\ hanoi(3,A,B,C) biter; cercevesi

atilir. Agactaki 7 cagri = 7 hamle

AN A N

A
Adim 18 /19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGISKENLER
Hh=1{ n=3)(k=a)(y=8B)(nh=c
System.out.println("1: " + k + "»" + h);
return;
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n - 1, k, h, y); [hanoi(B,A,B,C) ]
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h); main()

>}
// main ic¢inde:
hanoi(3, 'A', 'B', 'C");




HANOI VE GERI iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: Ozyinelemeli hanoi(3, A, B, C)

/\ main'e donildi: tim diskler
C'de. Cagr yigininin en fazla
D derinligi n = 3 (+ main) - bellek
A A O(n), zaman O(2").
3
B C

A
Adim 19 /19
void hanoi(int n, char k, char y, char h) { DEGiSKENLER

if (n == 1) { -

System.out.println("1: " + k + "»" + h);

return; . .
} CAGRI YIGINI CIKTI
hanoi(n - 1, k, h, y); [main() ]
System.out.println(n + ": " + k + "»" + h);
hanoi(n - 1, y, k, h);

)
// main ic¢inde:
» hanoi(3, 'A', 'B', 'C');




HANOI VE GERIi iZLEME

Geri izleme (Backtracking)

e Co6zum adim adim kurulur; her adimda olasi
seceneklerden biri denenir.

e Secimle bir sonraki adima gegcilir: 6zyinelemeli seg

cagri. \
e Cagrni dondugunde secim geri alinir ve siradaki

S . O0zUm tamamya dé . .
secenek denenir. Boylece her dal ayni baslangig se(;genek kalmaduy—» s, ilerle (cagn)

durumunu gordr.

e Bir secim ¢oziime gotiuremeyecekse o dal birakilir,

daha derine inilmez. m

o Ornekler: alt kiimeleri ya da permiitasyonlari
listeleme, labirentte yol bulma, sudoku, n vezir.

Hanoi'de oldugu gibi her cagrn birden ¢ok 6zyinelemeli cagn yapar; ¢cagri agaci, denenen tim
secimlerin agacidir (karar agaci).



HANOI VE GERIi IZLEME
Alt Kiimeleri Listeleme

e Her 6ge icin iki karar: al ya da alma. Sol dal ® noge — 2" yaprak = 2" alt kime; ¢agri sayisi
ogeyi alir (+1, +2, +3), sag dal almaz. 2™ — 1 (n = 3: 8 alt kiime, 15 cagrny).

e i. seviyede a[i] icin karar verilir; yaprakta (i = n) e Ciktisirasi: [1, 2, 3] [1, 2] [1, 3] [1]
tim kararlar bitmistir — s bir alt kiimedir. [2, 31 [2] [3] []



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

/_t.‘l——//[']\ O simdi calisan
[i] [7] O yiginda, bekliyor
e e T (O degerini dondiirdi
+3/[1’i +;1]\> +;2]\> +3/[]\ hentiz cagrilmadi

[1,2,3] © ' [1,2] [1,3] [1] [2,3] [2] [3] [1

main, a = {1, 2, 3} ve bos sile altKumeler(a, 0, s) 'yicadirr.

Adim 1/ 24

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI

if (i == a.length) { // taban durum _ (main()

System.out.print(s + " "); return;
¥
s.add(a[i]); // a[i]'yi al
altKumeler(a, i + 1, s);
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}

// main ic¢inde:
| > altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, ©, new ArrayList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

/JJ—’M O simdi calisan

[1] [1 O yiginda, bekliyor
e e T (O degerini dondiirdi
[1,2] [1] [2] [l heniiz cagrilmadi
3TN 3 3N 3

[1,2,3] © ' [1,2] [1,3] [1] [2,3] [2] [3] [1

i =0:a[0] = 1 alimir (s = [1]), sol dala inilir.

Adim 2 / 24

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI

if (i == a.length) { // taban durum _ (a'l.tKume'Ler(E)) ]

System.out.print(s + " "); return;

} main()
>  s.add(a[i]); // a[i]'yi al
>  altKumeler(a, i + 1, s);

s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 O yiginda, bekliyor
: e T (O degerini dondiirdi

[1,2] (1] (21 [l hentiz cagrilmadi
+3/\ +3/\» +3/\» +3/\‘
[1,2,3] ' [1,2] [1,3] [1] [2,3] [2] [3] [1

i =1:a[1] = 2 alinir (s = [1, 2]), sol dala inilir.
Adim 3 /24
GIKTI GAGRI YIGINI

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) {

if (i == a.length) { // taban durum _ [a'l.tKume'Ler(l) ]

System.out.print(s + " "); return;

} altKumeler(0)
>  s.add(a[i]); // a[i]'yi al main()
>  altKumeler(a, i + 1, s);

s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 O yiginda, bekliyor
: e T (O degerini dondiirdi

(1] (21 [l hentiz cagrilmadi
+3 +3/\» +3/\» +3/\‘
[1,2,3] ' [1,2] [1,3] [1] [2,3] [2] [3] [1

i =2:a[2] = 3 almir (s = [1, 2, 3]), sol dala inilir.
Adim 4 /24
GIKTI GAGRI YIGINI

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) {

if (i == a.length) { // taban durum _ [a'l.tKume'Lercz) ]

System.out.print(s + " "); return;

} altKumeler(1)
>  s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(0)
>  altKumeler(a, i + 1, s); nain()

s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 O yiginda, bekliyor
: e T (O degerini dondiirdi
+;1]\ +;2]\ +3/[]\ heniiz cagrilmadi
[1,2] [1,3] [1] [2,3] [2] [3] [1
i = 3 = alength: taban durum. Tim kararlar verildi = [1, 2, 3] vyazir.
Adim 5/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI

>  if (i == a.length) { // taban durum [a'l.tKume'Ler(B)
» non

System.out.print(s + ); return;

} altKumeler(2)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(1)
altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(o)
s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 O yiginda, bekliyor
: e T (O degerini dondiirdi

(1] (21 [l hentiz cagrilmadi
+3 +3/\» +3/\» +3/\‘
[L2]) ([L3] ([1] (23] | [2] (3] ]

Sol daldan dondldu. 3 geri alinir (s = [1, 2]); ayni i ile sag dala, 3'siz alt kiimelere inilir.
Adim 6 /24
GIKTI GAGRI YIGINI

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) {

if (i == a.length) { // taban durum [a'l.tKume'Lercz) ]

System.out.print(s + " "); return;

} altKumeler(1)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(0)
altKumeler(a, i + 1, s); main()

>  s.remove(s.size() - 1); // geri al

»  altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 (O yiginda, bekliyor
: e T (O degerini dondiirdi
(1] (2] [l hentiz cagrilmadi
+3/\ +3/\ +3/\
[1,3] [1] [2,3] [2] [3] [1
i = 3 = alength: taban durum. Tiim kararlar verildi = [1, 2] vyazilr.
Adim 7/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI CAGRI YIGINI
>  if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(B)
> System.out.print(s + " "); return;
} y P ¢ ) ’ 2] altKumeler(2)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(1)
altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(o)
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 (O yiginda, bekliyor
: e T (O degerini dondiirdi
(1] (21 [l hentiz cagrilmadi
BN B3 3
[1,3] [1] [2,3] [2] [31] [1
Sol daldan donildu. 2 geri alinir (s = [1]); ayni i ile sag dala, 2'siz alt kiimelere inilir.
Adim 8/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI CAGRI YIGINI
if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(l)
System.out.print(s + " "); return;
} Y P ( ) 2] altKumeler(0)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al main()
altKumeler(a, i + 1, s);
>  s.remove(s.size() - 1); // geri al
»  altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 (O yiginda, bekliyor
e T (O degerini dondiirdi
+;//£31\\\ +;//£1\\\ hentiz cagrilmadi
11 [2.3 2] [3] [
i =2:a[2] = 3 alinir (s = [1, 3]), sol dala inilir.
Adim 9/ 24
GIKTI GAGRI YIGINI

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) {

if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(2) ]
System.out.print(s + " "); return; 2] 1TtKumeler(1)
altKumeler

¥
>  s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(0)
>  altKumeler(a, i + 1, s); nain()
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 (O yiginda, bekliyor
e T (O degerini dondiirdi
(2] [l hentiz cagrilmadi
: B3 3
[1] [2,3] [2] [3] [1
i = 3 = alength: taban durum. Tiim kararlar verildi = [1, 3] vyazilr.
Adim 10/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI CAGRI YIGINI
>  if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(B)
> System.out.print(s + " "); return;
} y P ¢ ) ’ 2] [1, 3] altKumeler(2)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(1)
altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(o)
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 (O yiginda, bekliyor
e T (O degerini dondiirdi
(2] [l hentiz cagrilmadi
: B3 3
[1] [2,3] [2] [31] [1
Sol daldan donildi. 3 geri alinir (s = [1]); ayni i ile sag dala, 3'siz alt kimelere inilir.
Adim 11/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI CAGRI YIGINI
if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(2) ]
System.out.print(s + " "); return;
} Y P ( ) 2] [1, 3] altKumeler(l)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(0)
altKumeler(a, i + 1, s); mainC)
>  s.remove(s.size() - 1); // geri al
»  altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 (O yiginda, bekliyor
e T (O degerini dondiirdi
(2] [l hentiz cagrilmadi
3N 3
[2,3] [2] [3] [1
i = 3 = alength: taban durum. Tim kararlar verildi = [1] yazilir.
Adim 12 / 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI
>  if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(B)
> System.out.print(s + " "); return;
} y P ¢ ¥ ’ 2] [1, 3] [1] altKumeler(2)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(1)
altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(o)
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
[1 (O yiginda, bekliyor
e T (O degerini dondiirdi

(21 [l hentiz cagrilmadi
+3 +3
[2,3] [2] [3] [1

Sol daldan dondldu. 1 geri alinir (s = []); ayni i ile sag dala, 1'siz alt kiimelere inilir.
Adim 13 /24
GIKTI GAGRI YIGINI

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) {

if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(O) ]
System.out.print(s + " "); return;
} y p ( ) 2] [1, 3] [1] nain0)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al
altKumeler(a, i + 1, s);
>  s.remove(s.size() - 1); // geri al
»  altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

[2] (1 heniiz cagrilmadi
+3/\ +3/\
[2,3] [2] [3] [1

i =1:a[1] = 2 aliir (s = [2]), sol dala inilir.

Adim 14 / 24

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI

if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(l) ]
System.out.print(s + " "); return;
} Y P ( ) 2] [1, 3] [1] altKumeler(0)
>  s.add(a[i]); // a[i]'yi al main()
>  altKumeler(a, i + 1, s);
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOIi VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

hentiz cagrilmadi

: +3
[2] [1

i =2:a[2] = 3 alinir (s = [2, 3]), sol dala inilir.

Adim 15/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI
if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumelercz) ]
System.out.print(s + " "); return;

} Y P ( ) 2] [1, 3] [1] altKumeler(1)

>  s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(0)

>  altKumeler(a, i + 1, s); nain()
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

[l henliz cagrilmadi

: +3
[2] [3] [1

i = 3 = alength: taban durum. Tim kararlar verildi = [2, 3] vyazlr.

Adim 16 / 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI CAGRI YIGINI
>  if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(B)
> System.out.print(s + " "); return; 2] [1, 3] [1] altkumeler(2)
¥ [2, 3]
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(1)
altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(0)
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

Sol daldan donildu. 3 geri alinir (s = [2]); ayni i ile sag dala, 3'siz alt kiimelere inilir.

Adim 17 / 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI CAGRI YIGINI
if (i == a.length) { // taban durum (altkumeler(2) ]
System.out.print(s + " "); return;
} altKumeler(1)
s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(0)
altKumeler(a, i + 1, s); main()
>  s.remove(s.size() - 1); // geri al
»  altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

i = 3 = alength: taban durum. Tim kararlar verildi = [2] yazilir.

Adim 18 / 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI
> if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(B)
> System.out.print(s + " "); return;
y P ¢ ) ’ 21 [1, 3] [1] altKumeler(2)

} [2, 3] [2]

s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(1)

altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(o)

s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

Sol daldan dondldu. 2 geri alinir (s = []); ayni i ile sag dala, 2'siz alt kiimelere inilir.

Adim 19/ 24

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI

if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1,
System.out.print(s + " "); return; 2] [1, 3] [1]
} [2, 3] [2]
s.add(a[i]); // a[i]'yi al
altKumeler(a, i + 1, s);
>  s.remove(s.size() - 1); // geri al
»  altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

GAGRI YIGINI

(altkumeler(l)

altKumeler(0)

main()



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

i = 2:a[2] = 3 alinir (s = [3]), sol dala inilir.

Adim 20/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI
if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altkumeler(2) ]
System.out.print(s + " "); return;
Y P ( ) 21 11, 3] [1] altKumeler(l)
} [2, 3] [2]
»  s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(0)
>  altKumeler(a, i + 1, s); nain()
s.remove(s.size() - 1); // geri al
altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene
}

// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

i = 3 = alength: taban durum. Tim kararlar verildi = [3] yazilir.

Adim 21/ 24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI
> if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(B)
> System.out.print(s + " "); return;
y P ¢ ¥ ’ 21 11, 3] [1] altKumeler(2)

} [2, 3] [2] [3]

s.add(a[i]); // a[i]'yi al altKumeler(1)

altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(o)

s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

Sol daldan dondldu. 3 geri alinir (s = []); ayni i ile sag dala, 3'siz alt kiimelere inilir.

Adim 22 / 24

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI

if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1,
System.out.print(s + " "); return; 2] [1, 3] [1]
} [2, 3] [2] [3]
s.add(a[i]); // a[i]'yi al
altKumeler(a, i + 1, s);
>  s.remove(s.size() - 1); // geri al
»  altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

GAGRI YIGINI

(altkumeler(2) ]

altKumeler(l)
altKumeler(0)

main()



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

i = 3 = alength: taban durum. Tim kararlar verildi = [1 yazlr.

Adim 23 /24
void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI
> if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (altKumeler(B)
> System.out.print(s + " "); return;
y P ¢ ) ’ 21 [1, 3] [1] altKumeler(2)

} [2, 3] [2] [3]

s.add(a[i]); // a[i]'yi al [1 altKumeler(1)

altKumeler(a, i + 1, s); altKumeler(o)

s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene main()

}
// main ic¢inde:
altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, @, new ArraylList<>());



HANOI VE GERi iZLEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: altKumeler ile {1, 2, 3}

O simdi calisan
(O yiginda, bekliyor
(O degerini dondiirdii

henliz cagrilmadi

Bitti: 8 alt kiime, 15 cagri. Yiginda ayni anda en ¢ok main + 4 cerceve vardi.

Adim 24 / 24

void altKumeler(int[] a, int i, List<Integer> s) { GIKTI GAGRI YIGINI

if (i == a.length) { // taban durum [1, 2, 3] [1, (main()
System.out.print(s + " "); return; 2] [1, 3] [1]

} [2, 3] [2] [3]

s.add(a[i]); // a[i]'yi al []

altKumeler(a, i + 1, s);

s.remove(s.size() - 1); // geri al

altKumeler(a, i + 1, s); // a[i]'siz dene

}
// main ic¢inde:
> altKumeler(new int[]{1, 2, 3}, ©, new ArrayList<>());



HANOI VE GERIi iZLEME

Permiitasyonlari Listeleme

void perm(char[] h, boolean[] kul, StringBuilder s) {
if (s.length() == h.length) { // taban durum

System.out.print(s + " "); return;
}
for (int k = @; k < h.length; k++) {
if (kul[k]) continue; // harf kullanildi

kul[k] = true; s.append(h[k]); // seg
perm(h, kul, s);

kul[k] = false; // geri al e Cikti: ABC ACB BAC BCA CAB CBA
s.deleteCharAt(s.length() - 1); . . .
} e Her seviyede kalan harflerden biri segilir: 3
} -2 -1 =3!=6yaprak.

e Cagnsayisi1T+3+6+6=16.

Bir cagri, kalan harf sayisi kadar 6zyinelemeli cagri yapar: ¢oklu 6zyineleme. kul[] ve s tim
cagrilarca paylasilir; bu ytizden her denemeden sonra se¢im geri alinir.



YINELEME BAGINTILARI

Yineleme Bagintisi (Recurrence)

e T(n): n boyutlu girdide metodun yaptigi toplam is. Ozyinelemeli metodun maliyeti, ayni metodun
daha kicuk girdilerdeki maliyetiyle yazilir: yineleme bagintisi.

e Yazmak icin U¢ soru: taban durumun maliyeti nedir (genellikle sabit c)? Kag 6zyinelemeli cagri yapiliyor
ve girdileri ne kadar kicuk? Cagrilar disindaki is ne kadar?

Metot Cagnilar Yineleme bagintisi Coziim
faktoriyel, toplam, geriSay bir cagri, n - 1 TnN)=Tn-1) +c O(n)
ters bir cagri, n - 2 Tn)=T(n-2) +c O(n)
ikiliAra, hizliUs bir cagri, n / 2 T(n) = T(n/2) + ¢ O(log n)
hanoi iki cagri, n = 1 Tn)=2T(n-1) + ¢ oE2M
fib ikicagr,n — Tven -2 TN)=Tn-1)+T(n-2) +c Ustel

Baginti, cagri agaci cizilerek ¢ozulir: her digim sabit is yapiyorsa toplam is = ¢ - (¢cagri sayisi).



YINELEME BAGINTILARI

TnN) =T(h-1) +c

T(n) = T(n - 1) + c

T(n - 2) + 2c

T(n - 3) + 3c [n}[n—l}{n—z} »[1}{ 0
C c C C

T(@) +n - c

c+n-+-c - 0(n)

n + 1 cagn x cis

e Baginti acilarak ¢ozulur: her agilista bir ¢ daha eklenir, n azalir. n adimda taban duruma inilir.

e Cagr agaci dallanmayan bir zincirdir: n + 1 ¢agri. Zincirin tamami ayni anda yigindadir — bellek de
O(n).

o Ornekler: faktoriyel, toplam, geriSay, yavas Us alma, bagli listenin uzunlugu. ters icin T(n) = T(n -
2) + c: yari sayida c¢agri, yine O(n).



YINELEME BAGINTILARI

T(n) = T(n/2) + c

T(n) = T(n/2) + c
= T(n/4) + 2c
O G
= T(n/Z") + k - c C C C C C

log. 16 + 1 = 5 cagn
n/2% = 1 oldugunda durulur: k = log, n. - e

T(n) = T(1) + c-log, n = O(log n)
n 16 1024 1 000 000

yarilama zinciri (¢agri) 5 11 20

Ornekler: ikili arama, hizli Gs alma. Girdi bin kat biyuylince cagr sayisi yalnizca yaklasik 10 artar; zincir
derinligi de log n oldugundan bellek O(log n).



YINELEME BAGINTILARI

T(n) =2T(n - 1) + ¢

e Her cagn n - 1 boyutlu iki cagri yapar: cagri

agacinin her seviyesinde ¢agri sayisi ikiye n =41 cagn
katlanir.
e Seviye k'de 2% cagri; seviyeler0...n - 1: n =3:2c¢agn
1+2+4+..+2""=2"-1cagn - O(2").
e Hanoi: tam olarak 2" — 1 hamle. n = 20 icin 1 n =24 cagn
048 575; n = 64 icin yaklasik 1,8 - 10", )
n=1:8 ¢cagn
e fib: T(n - 2) < T(n = 1) oldugundan T(n) < 2T(n
- 1) + ¢ — Ust sinir O(2™); gercek buyime toplam1+2+4+8=15=2%-1

yaklasik 1,6".

Agac ustel buyuse de derinligi n'dir: ayni anda yiginda en ¢ok n ¢erceve bulunur.



YINELEME BAGINTILARI

Alan Maliyeti: En Derin Cagn Zinciri

e Bir cagr, kardesi baslamadan biter. Bu ylizden
yiginda ayni anda yalnizca kokten bir digime

e Bellek = en derin ¢agri zinciri x cerceve boyutu.

giden tek bir yol bulunur.

Toplam cagni sayisi degil, derinlik belirler.

fib(d) :9 cagri, ama ayni anda en ¢ok 4 cerceve

(+ main).

Cagn
faktoriyel(4)
fib(40)
hanoi(3, ...)

altKkumeler, n = 3

Toplam cagri
4

331 160 281
7

15

En derin zincir

4

40
3

Zaman
O(n)
(istel
02"

O(n - 2"

Alan
O(n)
O(n)
O(n)
O(n)



KUYRUK OZYINELEMESI

Kuyruk Ozyinelemesi (Tail Recursion)

e Ozyinelemeli cagri metodun son isiyse, yani cagri déndikten sonra yapilacak bir is kalmiyorsa, metot
kuyruk 6zyinelemelidir.

e Ara sonuc bir biriktirici parametreyle (acc) asagi tasinir; carpma cagridan énce yapilir. ilk cagr:
faktKuyruk(n, 1) .

Kuyruk 6zyinelemesi degil Kuyruk 6zyinelemeli

int faktoriyel(int n) {
if (n <= 1) return 1;
return n * faktoriyel(n - 1);
// ¢arpma, ¢agri donunce yapilir

} }

int faktKuyruk(int n, int acc) {
if (n <= 1) return acc;
return faktKuyruk(n - 1, n * acc);
// son is: ¢agri (¢arpma once)

Kuyruk 6zyinelemeli: geriSay, ters, ikiliAra, faktKuyruk. Degil: faktoriyel, toplam, fib, ileriSay
(cagndan sonra is var).



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

— ¢agri - — donus

main, faktKuyruk(4, 1) 'i¢agirir; acc baslangigta 1.

Adim1/9
int faktKuyruk(int n, int acc) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI
if (n <= 1) return acc; // taban durum — [main()
return faktKuyruk(n - 1, n * acc); // son is
} GIKTI

» System.out.println(faktKuyruk(4, 1));



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

faktKuyruk(4, 1)
cagri: (3, 4)
— ¢agri - — donus

n=4>1-carpmaodnce:4-1 =4 Sonra faktKuyruk(3, 4) cagnlr.

Adm?2/9

int faktKuyruk(int n, int acc) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI
» if (n <= 1) return acc; // taban durum n=u)(ace =1 [-Faktkuyruk(l-l,l) J
»  return faktKuyruk(n - 1, n * acc); // son is

main()
} CIKTI

// main icinde:
System.out.println(faktKuyruk(4, 1)); _



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

faktKuyruk(4, 1) —| faktKuyruk(3, 4)
cagri: (3, 4) cagri: (2, 12)
— ¢agri - — donus
n=3>1-carpmaonce:3-4 =12 Sonra faktKuyruk(2, 12) cagnlr.

Adim3/9

int faktKuyruk(int n, int acc) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI

» if (n <= 1) return acc; // taban durum (n - 3> <a.cc - ,_D [-Faktkuyruk(B,l-l) J
»  return faktKuyruk(n - 1, n * acc); // son is

faktKuyruk(d,1)
} CIKTI

// main icinde: main()
System.out.println(faktKuyruk(4, 1)); _



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

faktKuyruk(4, 1) —|  faktKuyruk(3, 4) —| faktKuyruk(2, 12)
cagri: (3, 4) cagri: (2, 12) cagri: (1, 24)

— ¢agri - — donus
n=2>1-carpmaonce:2-12 = 24. Sonra faktKuyruk(l, 24) cagrir.

Adim4/9

int faktKuyruk(int n, int acc) { DEGiISKENLER
» if (n <= 1) return acc; // taban durum

»  return faktKuyruk(n - 1, n * acc); // son is
} acc =12

Ll

// main icinde:
System.out.println(faktKuyruk(4, 1)); CIKTI

GCAGRI YIGINI
[faktkuyrukcz,n)J

faktKuyruk(3,d)
faktKuyruk(d,1)

main()



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

faktKuyruk(4, 1) —|  faktKuyruk(3, 4) —| faktKuyruk(2, 12) |—] faktKuyruk(1, 24)
cagri: (3, 4) cagri: (2, 12) cagri: (1, 24) return acc
=24
— ¢agri - — donus
n = 1: taban durum - acc = 24 doner. Sonuc burada hazir.
Adim5/9
int faktKuyruk(int n, int acc) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI
I » if (n <= 1) return acc; // taban durum [-Faktkuyruk(l,zl-l)J
return faktKuyruk(n - 1, n * acc); // son is
) faktKuyruk(2,12)
// main icinde: faktKuyruk(3,4)
System.out.println(faktKuyruk(4, 1)); CIKTI faktKuyruk(d,1)

main()



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

cagri: (3, 4) cagri: (2, 12) cagri: (1, 24) return acc

faktKuyruk(4, 1) —|  faktKuyruk(3, 4) —| faktKuyruk(2, 12) |—| faktKuyruk(1, 24)
=24 =24

— ¢agri - — donus

faktKuyruk(2, 12), 24'G hig degistirmeden iletir: donlste yapilacak is yok.

Adim6/9

DEGiISKENLER GCAGRI YIGINI

int faktKuyruk(int n, int acc) {
[ faktKuyruk(2, 12)J

if (n <= 1) return acc; // taban durum

I »  return faktKuyruk(n - 1, n * acc); // son is
} acc =12

faktKuyruk(3,d)

// main ic¢inde: faktKuyruk(4,1)

System.out.println(faktKuyruk(4, 1)); main()

o
= ||||
| lil



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

faktKuyruk(3, 4)
cagri: (2, 12)
=24

faktKuyruk(4, 1)
cagri: (3, 4)

]‘[

\

Ve

J

\

return acc
=24

cagri: (1, 24)
=24

faktKuyruk(2, 12) ]-_-[ faktKuyruk(1, 24) ]

— ¢agri - — donus

faktKuyruk(3, 4), 24'U hi¢ degistirmeden iletir: doniste yapilacak is yok.

Adim7/9

int faktKuyruk(int n, int acc) {
if (n <= 1) return acc; // taban durum
I »  return faktKuyruk(n - 1, n * acc);
}
// main icinde:
System.out.println(faktKuyruk(4, 1));

// son is

CAGRI YIGINI
[Faktkuyruk(B,ﬂ) J

DEGiISKENLER

(n=3)(acc = 4)

donen = 24

faktKuyruk(d,1)

main()
CIKTI



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR
Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

cagri: (3, 4) cagri: (2, 12) cagri: (1, 24) return acc
=24 =24 =24

/ .

N ( \ 4
[ faktKuyruk(4, 1) faktKuyruk(3, 4) faktKuyruk(2, 12) ]-_-[ faktKuyruk(1, 24) ]

= 24

J .

— ¢agri - — donus

faktKuyruk(4, 1), 24'U hi¢ degistirmeden iletir: doniste yapilacak is yok.

Adm8/9
int faktKuyruk(int n, int acc) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI
if (n <= 1) return acc; // taban durum <b _ 4:)<§cc _ i> [Faktkuyruk(u,l) J
I »  return faktKuyruk(n - 1, n * acc); // son is i
} dénen = 24 main()

// main icinde:
System.out.println(faktKuyruk(4, 1)); CIKTI



KUYRUK OZYINELEMESIi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: faktKuyruk(4, 1)

[ faktKuyruk(4, 1)

\

faktKuyruk(3, 4)

\

Ve

faktKuyruk(2, 12)

|

[

faktKuyruk(1, 24)

|

cagri: (3, 4) cagri: (2, 12) cagri: (1, 24) . return acc
=24 ) =24 J L =24 =24
— ¢agri - — donus
Sonug 24. Java'da yine 4 cerceve acildi; donlste bu cercevelere ihtiyag yoktu.
Adim9/9
int faktKuyruk(int n, int acc) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI
if (n <= 1) return acc; // taban durum . [main()

return faktKuyruk(n - 1, n * acc);

}

// main icinde:

| » System.out.println(faktKuyruk(4, 1));

// son is




KUYRUK OZYINELEMESI

Kuyruk Ozyinelemesini Déngiiye Cevirme

int faktDongu(int n) { e Kuyruk cagrisi, parametreleri yeni degerlerle
int acc = 1; glncelleyip metodun basina donmek demektir:
while (n > 1) { // taban durum degilken parametreler degisken, taban durum déng
acc = n * acc; // c¢agrinin yeni k0§u|u olur
n=n-1; // parametreleri
} e Cevirme mekaniktir; donguli ikili arama da
return acc; // taban: return acc ikiliAra 'nin boyle cevrilmis halidir.
} e Dongu sabit bellekle calisir: O(1), cerceve
agllmaz.

Java kuyruk cagrisini eniyilemez: derleyici ve JVM faktKuyruk i¢in de her cagrida yeni
cerceve acar; ¢ok derin cagrida StackOverflowError yine olusur. Scheme gibi bazi diller bu
eniyilemeyi garanti eder; Scala ve Kotlin derleyicileri kendini ¢cagiran kuyruk 6zyinelemesini
donguye cevirebilir.



KUYRUK OZYINELEMESI

Ozyineleme mi, Déngii mii?

Olciit Ozyineleme Déngii

Okunabilirlik tanima yakin, kisa durum degiskenleri elle yonetilir
Bellek O(derinlik) cagri yigini cogunlukla O(1)

Hiz her cagrinin ek maliyeti var genellikle daha hizl

Derinlik sinin StackOverflowError riski yok

Ozyineleme dogal secim Dongii daha iyi

Agdac gibi i¢ ice yapilar, geri izleme (alt kiime, Basit sayma ve toplama; derinligi n'ye ulasan
permitasyon), problemi yariya bolen yontemler, dogrusal 6zyineleme (uzun liste, blyuk n);
Hanoi. Derinlik kictk (log n ya da n kuguk). tekrarlanan alt problemli ikili 6zyineleme (fib).

Her 6zyinelemeli metot, ¢cagr yigininin isini agik bir yiginla yaparak donguye cevrilebilir.



BAGLI LISTEDE OZYINELEME

Bagh Listede Ozyineleme

Bir bagli liste ya bostur ( null )yada

bir digim ve onu izleyen daha kisa bir
listedir.

Tanim 6zyinelemelidir: dagim islenir, bas
kalan liste ( d.sonraki ) ayni metoda

verilir.

Taban durum: d == null .

class Dugum { int veri; Dugum sonraki; }

int uzunluk(Dugum d) {

}

if (d == null) return 0; // bos liste
return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan

kalan liste: d.sonraki

void yazdir(Dugum d) {
if (d == null) return;
System.out.print(d.veri + " ");
yazdir(d.sonraki);

}



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

bas p» 7 |e=—Pp 3 e——Pp 9 | &—P null

main, uzunluk(bas) 'icaginr; dilk dGgimu (7) gosterir.

Adm1/9
int uzunluk(Dugum d) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI
if (d == null) return ©; // bos liste — [main()
return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan
¥ GIKTI

// main ic¢inde (bas » 7 » 3 > 9 » null): _

System.out.println(uzunluk(bas));



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

bas —| 7 —— 3 —— 9 —— null

d #null = 1+ uzunluk(d.sonraki) : kalan liste (3 ile baslayan) icin cagri; bu gerceve bekler.

Adm2/9

int uzunluk(Dugum d) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI

L

» if (d == null) return 0; // bos liste d = diigiimC7) [uzun'l.uk('7

»  return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan .
main()

} GIKTI

// main i¢inde (bas » 7 » 3 > 9 » null):
System.out.println(uzunluk(bas)); _



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

bas — 3 ——— 9 ——— null

d #null = 1+ uzunluk(d.sonraki) : kalan liste (9 ile baslayan) icin cagri; bu gerceve bekler.

Adim3/9

int uzunluk(Dugum d) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI

» if (d == null) return @; // bos liste d = diigiim(3) [uzun'l.uk(3)

»  return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan
uzunluk(7)
¥ CIKTI

// main icinde (bas » 7 » 3 » 9 » null): main()
System.out.println(uzunluk(bas)); _



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

R EACEENCEENC

d #null = 1+ uzunluk(d.sonraki) :d.sonraki = null, bos liste icin cagri.

Adim4/9

int uzunluk(Dugum d) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI

» if (d == null) return @; // bos liste d = diigiim(9) [uzun'l.uk(Q)

»  return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan
uzunluk(3)

}
// main ig¢inde (bas » 7 » 3 » 9 » null): GIKTI uzunluk(7)

System.out.println(uzunluk(bas)); _ main()



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

70

S EACEENCEENCE

d = null: taban durum, bos listenin uzunlugu 0 déner.

Adim5/9
int uzunluk(Dugum d) {
I » if (d == null) return 0; // bos liste
3 return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan

}
// main i¢inde (bas » 7 » 3 > 9 » null):
System.out.println(uzunluk(bas));

DEGIiSKENLER

CIKTI

CAGRI YIGINI

{uzunluk(null)

)

uzunluk(9)
uzunluk(3)
uzunluk(7)

main()



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

1 70

R EACEENCEEiC e

Kalan listeden 0 geldi = 1 + 0 = 1 doner.

Adim6/9
int uzunluk(Dugum d) { DEGIiSKENLER CAGRI YIGINI
2 if (d == null) return 0; // bos liste d = diigiim(9) {uzunluk(Q)
I »  return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan
// main ig¢inde (bas » 7 » 3 » 9 » null): uzunluk(7)
System.out.println(uzunluk(bas)); CIKTI main()



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

12 70

1
bas — 3 0——[ 9 ® null

Kalan listeden 1 geldi = 1 + 1 = 2 doner.

Adm7/9
int uzunluk(Dugum d) { DEGISKENLER CAGRI YIGINI
if (d == null) return ©; // bos liste d = diigiim(3) {uzun'l.uk(3)
I »  return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan
// main ic¢inde (bas » 7 » 3 » 9 » null): main()
System.out.println(uzunluk(bas)); CIKTI



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

73 72 ™ 70
bas —] 7 0——[ 3 0——[ 9 |e null
Kalan listeden 2 geldi = 1 + 2 = 3 doner.
Adim 8/9
int uzunluk(Dugum d) {
if (d == null) return ©; // bos liste
I »  return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan

}
// main i¢inde (bas » 7 » 3 > 9 » null):
System.out.println(uzunluk(bas));

DEGIiSKENLER

d = diigiimC7)

0
=
-

CAGRI YIGINI

[uzunluk(7)

main()



BAGLI LISTEDE OZYINELEME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kod izleme: uzunluk(bas)

73 70

12 11
bas —[ 7 0——[ 3 0——[ 9 e null

Sonug 3. 4 cagn (3 digum + null): zaman O(n), yigin O(n).

Adm9/9
int uzunluk(Dugum d) { DEGiISKENLER GAGRI YIGINI
if (d == null) return ©; // bos liste — [main()
return 1 + uzunluk(d.sonraki); // 1 + kalan
¥ GIKTI

// main ic¢inde (bas » 7 » 3 > 9 » null):

System.out.println(uzunluk(bas));



BAGLI LISTEDE OZYINELEME

Listeyi Tersten Yazdirma

T T (o [ o

void yazdir(Dugum d) { void tersYazdir(Dugum d) {
if (d == null) return; if (d == null) return;
System.out.print(d.veri + " "); tersYazdir(d.sonraki); // once kalan
yazdir(d.sonraki); System.out.print(d.veri + " ");
} }
Cikti: 7 3 9 (yazdirma ¢agridan 6nce) Cikti: 9 3 7 (yazdirma ¢agridan sonra)

e Tek yonlu listede geriye baglanti yoktur; geri donlsu cagri yigini saglar: digumler, yigin ¢ozulirken
sondan basa yazilir.

e Bedeli O(n) yi1gin bellegidir. Cok uzun listelerde dongu ve agik bir yigin daha guvenlidir.



OZET

Sik Yapilan Hatalar

Taban durum eksik ya da ulasilamaz

0 ya da negatif girdi tabani atlarsa cagrilar
bitmez: StackOverflowError. n == 1 yerine
n <= 1 daha gulvenlidir.

Doniis degerini kaybetmek

ikiliAra 'da sol yari ¢cagrisinin dniindeki
return unutulursa sonug atilir, akis sag yari

cagnisina duser: yanlis cevap, derleyici uyarmaz.

Tekrarlanan hesap

fib gibi ikili 6zyinelemede ayni alt problem
ustel sayida ¢ozullr. Sonuglari saklamak ya da
dongl O(n) verir.

Problem kiiciilmiiyor

f(n) icindenyine f(n) yada f(n + 1)
cagrilirsa taban duruma yaklasiimaz.

Geri almay1 unutmak

Geri izlemede s.remove(...) yapilmazsa bir
dalin secimleri sonraki dallara tasar; alt kimeler
yanlis ¢ikar.

Derin dogrusal 6zyineleme

Milyon digumli listede uzunluk yigini tasirir.
Java kuyruk cagrisini eniyilemez — déngu.



OZET
Ozet

Ornek

faktoriyel, toplam, ters
hizliUs, ikiliAra

fib

hanoi

altkumeler

perm

faktKuyruk

uzunluk, tersYazdir

Ozyineleme tiirii
dogrusal

dogrusal, yarilayan
ikili

ikili

geri izleme

coklu, geri izleme
kuyruk 6zyinelemesi

dogrusal (baglh liste)

Zaman
O(n)
O(log n)
tstel (= 1,6
02"
O(n - 2

O(n-nl)

Alan (y1gin)
o(n)
O(log n)
o(n)
o(n)
o(n)
o(n)
O(n) (Java'da)
o(n)

Ozyineleme = taban durum + taban duruma yaklasan ézyinelemeli adim. Zaman cagri
sayisindan, alan en derin ¢agri zincirinden gelir.



OZET

Etkilesimli Simiilatorler

Hanoi Kuleleri

1-6 diskle bulmacayi elle ¢ozme; en kisa ¢6zimU adim adim ileri ve geri oynatma ya da
otomatik ¢cozdlirme. Yapilan hamle sayisi en az hamle sayisiyla (2" - 1) karsilastirilir:n = 6
icin 63.

Her kule bir yigin gibi davranir: yalnizca en Ustteki disk alinabilir ve yalnizca daha buyk bir
diskin Usttine konabilir.


http://localhost:8765/Bolum_04_Tower_of_Hanoi.html

OZET

Ornek Problemler

1. int f(int n) { if (n <= @) return O; return n % 10 + f(n / 10); } icin £(2026)
kactir, kag cagri yapihr?

2. ileriSay(4) ne yazar? Yiginda (main dahil) en ¢ok kag ¢erceve bulunur?
3. hizliUs(3, 13) kag cagri yapar, sonug nedir?

4. fib(6) kag cagr yapar?

5.{1,2,3,4}icin altKumeler kag alt kiime yazar, kag cagri yapar?

6. T(n) = T(n/2) + cve T(1) = cise n = 64 i¢gin zincirde kag ¢cagr vardir?

» Cevaplar goster



OZET

Alhstirmalar

1. faktoriyel(5) calisirken ¢agn yigininda (main dahil) en fazla kag cerceve olur?
2. 4 diskli Hanoi kag hamle ister?

3. Dizinin en buyuk 6gesini dondlren 6zyinelemeli enBuyuk(a, n) icin taban durum ve 6zyinelemeli
adim nedir?

4. palindrom(s, i, j) uclan karsilastirip ice ilerler: "kayak" icin kag cagri yapilir?

5. int g(Cint n) { if (n <= 1) return 1; return g(n - 1) + g(n - 1); } :g(5) degerive cagri
sayisi? Nasil O(n) yapihr?

6. faktKuyruk 'un doénguli siriminde her turda n ve acc nasil degisir?

» Cevaplar / ipuglan



OZET
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Son

Boliim 4: Ozyineleme

Sonraki sunum: Boliim 5: Bagh Listeler - Calisma sorulari - Similator: Tower of Hanoi Simulator - Terim

sozlugu


http://localhost:8765/Bolum_05_Bagli_Liste.html
http://localhost:8765/Bolum_04_Ozyineleme_Calisma_Sorulari.html
http://localhost:8765/Bolum_04_Tower_of_Hanoi.html
http://localhost:8765/sozluk.html
http://localhost:8765/sozluk.html

