Bolum 4: Cizge Algoritmalari

Algoritmalar
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Cizge Algoritmalari

* DUnya aslinda bir ag gibidir.
= Sehirler yollarla,
= Insanlar iligkilerle,
= Bilgisayarlar kablolarla birbirine baghdir.

= Cizge algoritmalari bu aglari inceler ve
anlamlandirir.
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Cizge Algoritmalari

= Birbirine bagl noktalar (dugum) ve bu noktalari birlestiren cizgiler (kenar)
lle temsil edilen ag yapilarini inceler.

= Aglarda en kisa yolu hesaplama, gruplama gibi islemleri gerceklestirir.
» Sosyal aglar, harita uygulamalari, navigasyon gibi bircok alanda kullantilir.




Cizge Algoritmalarinin Cesitleri

= Farkli ¢cizge algoritmalari, farkli islemler icin kullantilir.

= Derinlik Oncelikli Arama (DFS):
» Bir dugumden baslar, dallanarak tim agi gezer.

= Genislik Oncelikli Arama (BFS):
* Bir dugumden baslar, katman katman tiim agi gezer.

= Dijkstra Algoritmasi:
» Baslangi¢c dugumunden diger dugumlere en kisa yollari bulur.

» Kruskal Algoritmasi:
= Bir agi minimum maliyetle birbirine baglayan kenarlari secer.
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Cizge Algoritmalari

= DFS bir labirentten cikis yolu ararken kullanilabilir.
» BFS bir haberin tim sehire yayillma surecini modelleyebilir.
» Dijkstra en kisa surede teslimat yapmak icin kullanilabilir.
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Cizge Algoritmalari

» Cizge gezinme algoritmalari (Graph traversal)

* En kisa yol algoritmalari (Shortest path)

= Minimum yayilan agac¢ algoritmalari (Minimum spanning tree)
= Ag akis algoritmalari (Network flow)




Maksimum Akis (Maximum Flow)

= Cizge icinde bir kaynak (source) ve bir hedef (sink) dugum bulunur.
= Cizge Uzerindeki kenarlara kapasiteler atanir.
» Kaynaktan hedefe maksimum miktarda akisi bulmak amaclanir.
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Artik Aglar (Residual Networks)

= Akisin hedefe ulasmasi icin kullanilan kapasiteyi gosterir.

» Bir kenarin kapasitesinden akisin miktari ¢gikarilarak bulunur.
» Eger kenarda daha az akis varsa, kalan kapasite pozitif olur.
» Cizge Uzerinde artis yollarini gosterir.




Artis Yollari (Augmenting Paths)

= Cizge Uzerinde kaynaktan hedefe ek akis saglayan yollari ifade eder.
= Bir artis yolu, kaynaktan hedefe yonlendirilen bir yol olmalidir.

= Cizge Uzerindeki kenarlarin kapasitelerinden daha az akis tasimalidir.
= Maksimum akiga ulagmak icin kullanilir.

= Genellikle BFS veya DFS algoritmalari kullanilarak bulunur.




Kesimler (Cuts)

= Bir cizgenin dugumlerini ikiye bolen bir kenar kiimesidir.

= Cizgenin baglantisini keser ve farkli bilesenlere ayirir.

= Min-cut (Minimum kesme): En az sayida kenari kesecek dugum kiimesi.
= Max-flow (Maksimum akig): Cizgeyi kaynak ve hedef arasinda bdler.




Ag Akis Algoritmalar (Network Flow)

» Kaynaktan hedefe kisitlamalar altinda ag akisini optimize eder.
* Amagc, kisitlamalar altinda mumkun olan en fazla akisi saglamaktir.
» Ford-Fulkerson,
= pbasit ve anlasilir, calisma suresi digerlerine gore daha uzun.
= Edmonds-Karp,
» Ford-Fulkerson algoritmasinin gelismis hali, calisma suresi daha kisa.
= Dinic's,
= Edmonds-Karp algoritmasindan hizli, bazi durumlarda daha verimili.
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Ford Fulkerson

= Agirhkh yonlu cizgede iki dugum arasindaki maksimum akigi bulur.

= Maksimum akis problemi, kaynaktan hedefe belirli kapasiteye sahip
yollarla maksimum suyun akisini modelleyen bir ¢cizge problemidir.

* L.R. Ford Jr. ve D.R. Fulkerson tarafindan gelistirilmistir.
= Ford-Fulkerson uses the DFS, Edmonds-Karp uses the BFS approach.




Algoritma llkeleri

= Ag, yonlu bir cizge olarak temsil edilir.
= Her kenara bir kapasite degeri atanir.
» Baslangicta, tum akislar sifir olarak baslatilir.

= Artan yol (augmenting path) bulma adimlari tekrarlanarak,
= maksimum akis bulunur.




Algoritma Adimlari

= Adim 1: Kaynaktan hedefe artan bir yol bulunur.

= Adim 2: Bulunan artan yol boyunca maksimum akisa izin verilir. Bu, akis
agindaki tum kenarlarda artisa neden olur.

= Adim 3: Hedefe ulasilana kadar Adim 1 ve Adim 2 tekrarlanir.




Karmasiklik Analizi

= AKis aginin yapisina ve kapasitelerine bagli olarak degisir.

= En kotd durumda, O(E f) veya O(V E?) karmasikligina sahiptir.
» E kenar sayisini, V dugum sayisini, f maksimum akigi temsil eder.

= O(E f), bir artis yolu bulundugunda, artis yolundaki en dusuk kapasiteli
kenari bulmak O(E). Kenar boyunca akigi artirmak icin bir kez daha O(f).

= O(V E?), her artis yolu bulma asamasinda DFS kullanilir. Artis yolu
tzerinde en dusuk kapasiteli kenari bulmak O(E). V kez DFS yapllir.



Ford Fulkerson

= Asagidaki cizge verilsin. p={S,A,B, T} 2 birim akis




Ford Fulkerson

* p={S,C,D,T} 3 birim akis




Ford Fulkerson

» p={S,A,B,C,D,T} 2 birim akis




Ford Fulkerson

* Maksimum akis 7







Ford Fulkerson

12 Source: O
Sink: 5

14

1/20/2023 Sercan KULCU, Tum haklari saklidir. 22



Ford Fulkerson

12 Maximum Flow
in the above
graph is 23

11
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Ford Fulkerson

1/20/2023 Sercan KULCU, Tum haklari sakhdir. 25




Ford Fulkerson
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Ford Fulkerson

Source
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Ford Fulkerson
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Ford Fulkerson
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Ford Fulkerson
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Ford Fulkerson
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Ford Fulkerson
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Ford Fulkerson
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Ford Fulkerson

14
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Ford Fulkerson

14
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Ford Fulkerson

16
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Ford Fulkerson

16
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Ford Fulkerson

19
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Ford Fulkerson

19
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Edmonds Karp

= Agirhkh yonlu cizgede iki dugum arasindaki maksimum akigi bulur.
» Ford-Fulkerson Algoritmasi'nin bir tarevidir.
» Jack Edmonds ve Richard Karp tarafindan gelistirilmistir.

» BFS (Breadth-First Search) kullanarak artan yollari bulur ve bu yollarda
maksimum akisi uygular.

= Edmond's Karp uses BFS to find an augmenting path and Dinic's uses
BES to check if more flow Is possible and to construct level graph.




Algoritma Adimlari

= Adim 1: BFS kullanilarak, kaynaktan hedefe olan artan yollar bulunur.

= Adim 2: Bulunan artan yollar boyunca maksimum artisa izin verilir. Bu, akis
agindaki tum kenarlarda artisa neden olur.

= Adim 3: Hedefe ulasilana kadar Adim 1 ve Adim 2 tekrarlanir.




Karmasiklik Analizi

= Algoritma karmasiklgt,
= BFS kullanilarak artan yollarin bulunmasina dayanir ve
= O(V E?) karmasikhgina sahiptir.
= E kenar sayisi
= VV dugum sayisi.
» Her asamada kaynaktan hedefe artis yollarini bulmak icin BFS kullantr.
= Artis yolundaki tim kenarlarin kapasitelerini artirmak icin tekrar BFS.
* En kOtd durumda, bu islemler V kez gercgeklesir.




Ornek

» Asagidaki cizge verilmis olsun

@ 12

f

16
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Ornek

» |f *| < 24 (s'den cikan, ya da t'ye giren kenarlarin agirliklari toplami)
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Iteration 1

* ¢(1,3) (residual network) ylzunden cf(pl) = 12'ye sahip pl = <s,1,3,t> yolu
artan yol (augmenting path) olarak secilir.

________
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Iteration 2

= c(4,t) yuzunden cf(p2) = 4'e sahip p2 = <s,2,4,t> yolu artan yol olarak
secilir.
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lteration 3

* ¢(4,3) yuzunden cf(p3) = 7'ye sahip p3 = <s,2,4,3,t> yolu artan yol olarak
secilir.
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Son Durum

» Sadece 3 numarall dugum ek kapasiteye sahip. final flow network with a
min-cut. |[f*| =19+ 4 =12 + 11 = 23.
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Edmonds—Karp

= p ={A,D,E,G}, flow =1
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Edmonds—Karp

" p={A,D,FG}, flow =2
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Edmonds—-Karp

= p={AB,C,D,FG}, flow =1
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Edmonds—Karp

" p={AB,C,E,D,FG}, flow =1
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Edmonds Karp

4 2 1
3 3 units of How
1 unit of flow
! 2 units of flow
b 1




Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp

push 3 flow

1/20/2023 Sercan KULCU, Tum haklari saklidir. 66




Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Edmonds Karp
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Dinic Algoritmasi

= Bir cizge icinde maksimum akisi bulur.
= Agirhkh cizge Uzerinde caligir.
= Karmasikhgi; O(V? E)

» Her asama BFS gerektirir O(V + E).

= En koth durumda V asama olabillir.
» BFS tarafindan bulunan artig yollarinin uzunlugu O(V) olabillir.




Dinic Algoritmasi

» Baslangicta cizgenin tum kenarlarinin akiglarini sifira ayarla.

= BFS (Genislik Oncelikli Arama) kullanarak artan yollari bul.

= Artan yollar Gzerindeki minimum kapasiteyi bul ve toplam ag akisina ekle.
= 2. adima geri don ve islemleri tekrarla.




Dinic - Graph

» {5,1,3,t} 4 birim akis, {s,1,4,t} 6 birim akis, {s,2,4,t} 4 birim akis, |f| = 14.
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Dinic - Graph;

= akis cizgesl

10

10
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Dinic - Graph,

= level graph
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Dinic - Graph

= {5,2,4,3,t} 5 birim akis, |f| =14 + 5 = 19.
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Dinic - Graph;

= akis cizgesl
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Dinic - Graph,

= level graph

5/6
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Dinic - Graph

» akis cizgesine bakilarak t'ye erisen baska yol yok. algorithm terminates
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Dinic - Graph;

= akis cizgesl
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Dinic - Graph,

= level graph
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Push Relabel Algorithm

= Her dugumun bir yukseklik degeri vardir.
= Akisi artirmak icin yukseklik degerleri ve kenar kapasiteleri dikkate alinir.

» Dusukten yuksege itme (push) ve yuksekten dusuge etiketleme (relabel)
adimlari yapullir.




Push Relabel Algorithm

» Baslangicta, tim kenarlarin akisini sifirlar.
= Kaynak dugumunun yuksekligini diger dugumlerden bir fazla yapar.
= |ki adimdan olusuir.
= [tme islemi:
» Yukseklik onceligine gore dugumler arasinda akisi iter.
= Etiketleme islemi:
= Cizgenin yuksekligini gunceller ve
= [tme islemine devam eder.




Itme Islemi (Push)

» Bir dugumun yuksekligi, bitis dugumune en kisa yolun uzunluguna esittir.

= Eger bir kenar Uzerinde potansiyel bir akis varsa (kenar kapasitesi ile
akisin toplami arasinda fark varsa), akis artirilir.




Etiketleme Islemi (Relabel)

* Bir dugumun yuksekligi, bitis dugumune olan en kisa yolun uzunluguna
esit deqilse, yukseklik degeri guincellenir.

= Potansiyel bir itme iglemi icin yeni bir yol bulmak icin yapilir.




Algoritma Karmasiklgi

= En kotd durumda O(V? E) karmasiklhiga sahiptir.

= Her itme islemi bir kenari taramak ve potansiyel olarak akisi artirmak icin
bircok adim gerektirebilir. O(V)

» Etiketleme islemi, bir dugumun yuksekligini gincellemek icin kullanilir. Her
duagum icin tum kenarlari kontrol etmek zorunda kalabilir. O(V E)

» Her itme ve etiketleme islemi, tum dugumleri ve kenarlari tarayabilir.

Toplam islem sayisi, tum dugumler ve kenarlar Uzerinde yapilacak
iIslemlerin toplamidir.



Excess Flow

Excess flow at V = Total Inflow-Total outflow at
=(3+7)-(2+4)
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Push Relabel

= Asagidaki cizge verilmis olsun.

0/6
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Push Relabel

= Yukseklik ve artik akis baslangis degerleri atanur.

Mode
0/6
1313 SOuUrce

oMo
A
Q7
B

1010 0/3
0/5 c
D
sink

Height | XCess
6
0 13
0 10
0
0
0
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Push Relabel

= B dugumu ele alinir. A ile ayni yukseklige sahip oldugundan artik akisi A ya
gonderemez. Bu nedenle relabel yapilir.

13713 Node | Height ngnef
[JI 10
source 6 -
1 DH 0 D!B A 0 13
o5 B 1 10
e T
B
D 0
sink 0 -
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Push Relabel

= B dugumu simdi artik akisi A'ya gonderebilir.

1313 Node | Height Eg;ﬁ's
[Jf 10
source 6 -
1010 A 0 U
B 1 7
c 0
D 0
sink 0 -
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Push Relabel

= A dugumu ele alinir. relabel yapilarak yuksekligi 1 atanir.

¥ A —0.
13/13 Node

. Excess
\ 010 et | Fiow

I 0/7 source 6 =

1010 33 A 1 16

Q5 B i K
o T
D 0

sink 0 -
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Push Relabel

= A dugumu simdi C ve sink'e akig yapabillir.

6/6
1313

oMo
77

1010 343
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0/5

Node | Height | “X°esS
source 6 -
A 1 3
B 1 7
C 0 6
D 0
sink 0 -
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Push Relabel

= C dugumu relabel yapilir. A ile ayni yukseklige sahip oldugundan A'dan
C'ye akis olmaz.

66> C
1313 { Node | Height ngnef
010
@ 77 source 6 -
10110 3/3 A 1 3
0/5 . 1 ;
D 0 0
sink 0
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Push Relabel

= A dugumu relabel yapilir.

A — 66
1313~
\ 010
77
1010 3/3
05
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Node | Height E;fnef
source & -
A 2 3
B 1 7
c 1 0
D 0 0
sink 0 -
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Push Relabel

= A'nin yuksekligi B'den fazla oldugu icin artik akisi B'ye gonderebilir.

1313 Node | Height | “X0ess
ID /M D
SOuUrce B -
1010 A 2 0
B 1 10
c 1 0
D 0 0
sink 0
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Push Relabel

* B'nin akisi gonderecegi baska kenar olmadigi icin relabel yapilir.

1010 33
B o

1/20/2023 Sercan KULCU, Tum haklari sakhdir.

6/6
1313
0nMo
: @

05

Node | Height | CX°esS
source 6
A 2 3
B 3 7
c 1 0
D 0 0
sink 0
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Push Relabel

* Bu islem B'nin yuksekligi source'tan buyidk olana kadar devam eder. B

simdi artik akisi kaynak dugume gonderir.

R

0
77
310 33
i 05
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Node | Height | “X0ess
source 6
A 6 3
B 7 0
c 1 0
D 0 0
sink 0
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Push Relabel

* Ayni sekilde A'nin yuksekligi kaynak dugumden fazla oldugu icin artik akisi
kaynak dugume gonderir. Now both A and B nodes have 0 extra flow

A —B/6
10113 Node | Height E;;ﬁ's
\ 0M0
SOuUrce B -
310 3.!3 A 8 0
05

B 7 0

C 1 0

D 0 0
sink 0
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Push Relabel

= C ele alinir. Artik akis D'ye gondetrilir.

1013

310

1/20/2023

610

77
313
0/5

Sercan KULCU, Tiim haklari saklidir.

Node | Height | “X0ess
source 6
A 8 0
B 7 0
c 1 0
D 0 6
sink 0
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Push Relabel

= D relabel yapilir. Artik akis sink'e gonderilir. Hala 1 birim artik akis vardir.

1013 , XCess
MNode Height Flow

610
7/7 T source 6
D
310 33 - A 8 0
55 B 7 0
D 1 1
sink 0
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Push Relabel

= D relabel yapilir. Artik akis C'ye gonderilir.

1013 , XCess
MNode Height Flow

510
7/7 source 6
D
3110 3/3 P A 3 0
55 B 7 0
D 2 0
sink 0
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Push Relabel

= C'nin yuksekligi A'yi gecene kadar C-D arasinda relabel push islemleri
devam eder. C 1 birim ekstra akisi A'ya gonderir.

56—» C
10113 4 Node | Height E;;ﬁ's
5/10
77 source 6 -
310 3/3 A 8 -
5/5 5 ; o
D 8 0
sink 0
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Push Relabel

= A1 birim artik akisi kaynak dugume gonderir.

2/6
913 Naode

5M10
7/7 SOUrCe
3/10 3/3 A
55 B
o G
O

Height | —X0eSS
6
8 0
7 0
9 0
B 0
sink 0

1/20/2023 Sercan KULCU, Tum haklari sakhdir.

112



Push Relabel

» Maksimum akis kaynak dugumden cikan ya da hedef dugume giren trafik
miktarina esit olur.
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1/20/2023 Sercan KULCU, Tum haklari saklidir. 113
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