Bolum 8: Rastgele
Algoritmalar

Algoritmalar

Rastgelelik ve beklenen stire Las Vegas ve Monte Carlo Fisher—Yates karistirma
BogoSort Rastgele QuickSort Monte Carlo ile Tt Miller—Rabin
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GiRiS

Ogrenme Ciktilan

Kavram

Rastgele algoritmanin tanimini, beklenen
calisma suresini ve Las Vegas / Monte Carlo
ayrimini agiklamak.

Rastgele QuickSort

Rastgele pivotlu parcalamayi adim adim
izlemek; beklenen O(n log n) ve en kéti O(n?)
sureyi gerekcelendirmek.

Karistirma ve BogoSort

Fisher-Yates karistirmasini yazmak, saf
karistirmanin neden yanh oldugunu
gostermek; BogoSort'un beklenen O(n - n!)
suresini hesaplamak.

Monte Carlo

1t tahmini, Miller—Rabin asallik testi ve Karger
min-kesim algoritmasinda hata olasihigini
hesaplamak ve tekrarla kigultmek.



GiRiS

Sansh Algoritmalar

e Bazen problem ¢6zmede sans oyunlarina
benzer teknikler kullanihr.

e Algoritma, karar verme surecinde
rastgelelikten (sans) yararlanir: yazi-tura atar,
zar atar, rastgele bir 6ge secer.

 Ornek oyun: iki zar atilir; toplam 7 ya da 11
iIse oyuncu kazanir.

P(7) = 6/36, P(11) = 2/36 — P(kazanma) = 8/36 =
2/9 = 0,22. Kazanana kadar beklenen atis sayisi =
1/(2/9) = 4,5.

Lo 2]

kazanma: 7 ya da 11




GiRiS

Rastgele Algoritmalar

e N

Girdi
. )\A[ Algoritma [ Cikts }
- \/' (kararlarinda sans)

Rastgele bitler

- J

» Rastgele algoritma (randomized algorithm): girdiye ek olarak rastgele sayilar
kullanarak calisir.

e Ayni girdiyle iki calistirma farklh adimlar izleyebilir: calisma suresi (ve bazen ¢ikti) her
calistirmada degisebilir.

e Sure artik bir rastgele degiskendir: beklenen siire E[T(n)] incelenir. Beklenen deger
algoritmanin kendi yazi-turalar Gzerinden alinir, girdi Gzerinden degil.



GiRiS
Neden Rastgelelik?

Kotii girdiye karsi koruma

Deterministik QuickSort sirali dizide O(n?)
olur. Rastgele pivotta higbir girdi strekli kotu
degildir: koti durum yalnizca sanssiz yazi-
turalarla olusur.

Hiz

Miller-Rabin, ytzlerce basamakli sayilarin
asalligini milisaniyeler icinde, cok kiiglk bir
hata olasiligiyla belirler.

Basitlik
Rastgele algoritma ¢cogu zaman en iyi
deterministik algoritmadan ¢ok daha kisa ve

anlasilirdir (Karger min-kesim, rastgele
QuickSelect).

Ornekleme ve simetri kirma

Monte Carlo benzetimleri, rastgele 6rneklem
ve dagitik sistemlerde lider secimi gibi isler
rastgelelik olmadan zordur.

Bedel: slire ya da dogruluk artik olasiliksal bir garantidir; iyi bir rastgele sayi Greteci

gerekir.



GiRiS

Olasilik Hatirlatmasi

Kavram
Beklenen deger

Dogrusallik

Gosterge degiskeni

Geometrik dagilim

Bagimsiz tekrar

Markov esitsizligi

Tanim / kural
E[X] =Xx-P(X =x)

E[X + Y] = E[X] + E[Y] (bagimsizlik
gerekmez)

Xa = 1 (A olursa), 0 — E[Xa] = P(A)

basari olasiligi p olan denemeler: ilk
basariya kadar beklenen deneme 1/p

her biri p ile basarisiz k bagimsiz deneme:

hepsi basarisiz p¥

X>0ise P(X > c-E[X]) < 1/c

Ornek
bir zarin beklenen degeri 3,5

iki zarin toplami: 7

QuickSort'ta "iile j
karsilastirildi mi?"

BogoSort: p = 1/n! — n!
karistirma

Miller-Rabin: (1/4)k

Las Vegas — Monte Carlo



ALGORITMA TURLERI

Las Vegas ve Monte Carlo

Las Vegas Monte Carlo
Dogruluk Her zaman dogru sonug Kicuk bir olasilikla yanhs sonug
Siire Rastgele; beklenen sire analiz edilir Sinirli (deterministik Gst sinir)
Rastgele olan ne kadar surecegi sonucun dogru olup olmadigi
Ornekler Rastgele QuickSort, QuickSelect, BogoSort, = Miller-Rabin, Karger min-kesim, 1t

Fisher-Yates

Tek yonlii hata

Miller—Rabin "bilesik" derse kesin dogrudur;
yalnizca "asal" yaniti yanlis olabilir.

tahmini

iki yonlii hata

T tahmini gibi sayisal benzetimler her iki
yonde de sapabilir; hata drnek sayisiyla
kGguldr.



ALGORITMA TURLERI

Hata Olasihigini Kiigliltme

Tekrarla giiclendirme (amplification) Tiirler arasi doniisiim
Tek turda yanilma olasiligi en cok q ise, k » Las Vegas — Monte Carlo: algoritmayi 2 -
bagimsiz tur sonra yanilma < g« E[T] adim sonra durdur. Markov: P(T > 2 E[T])
« Miller—Rabin: q < 1/4 — k = 20 turda < 4-2 < 1/2 = en cok 1/2 olasilikla "yanit yok".

~ 910713, » Monte Carlo — Las Vegas: yanit hizlica
« Karger: basari > 2/(n(n-1)); n(n-1)/2 - In n dogrulanabiliyorsa (6r. bulunan carpanlar

carpihr), dogru cikana kadar tekrarla.
Beklenen tekrar = 1/p.

tekrarla basarisizlik < 1/n.

1
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tur sayisi k

Miller—Rabin hata sinirn 47% (logaritmik 6lcek): her tur siniri 4'e béler. 107%'nin altiicin k = 10
tur yeter.



KARISTIRMA
Ornek: Karistirma
 Siral bir listenin 6gelerini karistirmak

(shuffle) icin rastgelelik kullanilir: kart destesi,
rastgele test verisi, sarki listesi.

e Dogruluk: her 6genin her konumda esit n n! permiitasyon
olasilikla bulunmasi; daha guclisu, n! 5 ;
permutasyonun her birinin olasiligi 1/n!
olmali. 4 24

e Calisma zamanu: Fisher—Yates her 10 3 628 800
calistirmada tam n - 1 takas yapar: ©(n). 52 ~ 807 - 1067

Degisen, stirenin degil sonucun kendisidir.

e Java'da hazir:
Collections.shuffle(liste) (Fisher—
Yates).



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

I » static void karistir(int[] a) {
2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

3 int j = zar.nextInt(i + 1); // 6 < j <1

B SRS BB
© 0 1 2 3 4
5}

Baslangic: a = [1, 2, 3, 4, 5] .Sondan
baslayarak her konuma, heniiz yerlesmemis
ogelerden biri rastgele secilir.

Adim 1/ 14

DEGiSKENLER

a=1[1,2, 3, 4,5])(i==-)(j=-



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
for (int i = a.length - 1; i > 0; i--) {

| >
3

4
5
6

}

}

int j
int t

zar.nextInt(i + 1); // 0 < j < i
a[i]; a[i] = a[]l; a[d] = t;

e

0 1 2 3 4

i = 4 :a[0.4] arasindaki 5 6geden biri a[4]
konumuna gelecek.

Adim 2/ 14

DEGiSKENLER

st 2,50 8) @) --



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {

2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

I > int j = zar.nextInt(i + 1); // 0 < j < i
° int t = a[i]; a[i] = a[jl; a[]] = t;
>}

5}

BEEG

zar.nextInt(5) — j =1 (olasilik 1/5).

Adim 3/ 14

DEGiSKENLER

a=1[1,2,3, 4,51 (i=u)(j=1



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) { //”—___—____-__--\\\

3 int j = zar.nextInt(i + 1); // 6 < j < i

| > int t=alil; ali] = a[j]; al3l = t; [1][5][3][4] 2
© 0 1 2 3 4
5}

a[4] < a[1] takas - [1, 5, 3, 4, 2] .a[4] =
2 artik kesinlesti (yesil).

Adim 4/ 14

DEGiSKENLER

(@=01,5 34, 21)(i=u)(j=1




KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
for (int i = a.length - 1; i > 0; i--) {

| >
3

4
5
6

}

}

int j
int t

zar.nextInt(i + 1); // 0 < j < i
a[i]; a[i] = a[jl; a[]] = t;

B

0 1 2 3 4

i = 3 :a[0..3] arasindaki 4 6geden biri a[3]
konumuna gelecek.

Adim 5/ 14

DEGiSKENLER

a=1[1, 5, 3, 4, 2] i=3><j =‘>




KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {

2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

I > int j = zar.nextInt(i + 1); // 0 < j < i
° int t = a[i]; a[i] = a[jl; a[]] = t;
>}

5}

zar.nextInt(4) - j =3 (j=1i0ge
yerinde kalir).
Adm 6/ 14

DEGiSKENLER

a=1[1,5 3, 4,21)(i=3)(j=3



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

3 int j = zar.nextInt(i + 1); // 6 < j < i

| > int t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t; [1][5][3] 4 2
© 0 1 2 3 4
5}

Kendisiyle takas: dizi degismez; a[3] = 4
kesinlesti.

Adim 7/ 14

DEGiSKENLER

a=1[1,5 3,4,21)(i=3)(j=3



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
for (int i = a.length - 1; i > 0; i--) {

| >
3

4
5
6

}

}

int j
int t

zar.nextInt(i + 1); // 0 < j < i
a[i]; a[i] = a[jl; a[]] = t;

EREE

0 1 2 3 4

i = 2 :a[0..2] arasindaki 3 6geden biri a[2]
konumuna gelecek.

Adim 8 / 14

DEGiSKENLER

a=1[1,5, 3, 4, 2] i=2)<j =‘>




KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

I > int j = zar.nextInt(i + 1); // 0 < j < i
° int t = a[i]; a[i] = a[jl; a[]] = t;
>}

6

}

j i
- oo
0 1 2 3 4

zar.nextInt(3) - j = 0 (olasilik 1/3).

Adim9/ 14

DEGiSKENLER

a=1[1,5 34,21 (i=2)(j=0



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

static void karistir(int[] a) {
for (int i = a.length - 1; i > 0; i--) {

1

2

3 int j
IP int t

>}

5}

zar.nextInt(i + 1); // 0 < j <1
a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = t;

SEMEE

0 1 2 3 4

a[2] < a[0] takas - [3, 5, 1, 4, 2] .a[2] =
1 artik kesinlesti (yesil).

Adim 10/ 14

DEGiSKENLER

(=135 1,4, 21)(i=2)(j=o0




KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
| > for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

3 int j = zar.nextInt(i + 1); // 6 < j <1
int t = a[i]; a[i] = a[j]; a[]] = t;

4
>}
6

}

S EEG

0 1 2 3 4

i =1 :a[0..1] arasindaki 2 6geden biri a[1]
konumuna gelecek.

Adim 11 /14

DEGiSKENLER

a=1[3,5, 1, 4, 2] i=1><j =‘>




KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

static void karistir(int[] a) {
for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

int t

}

1
2
| » int j
4
5
6

}

zar.nextInt(i + 1); // 0 < j < i
a[i]; a[i] = a[]l; a[d] = t;

8 - DK

2

0 1 2 3

4

zar.nextInt(2) - j =1 (j=i0ge

yerinde kalir).

Adim 12 /14

DEGiSKENLER

a=1[3,5 1,4,2] (i=1

—_—




KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

3 int j = zar.nextInt(i + 1); // 6 < j < i

| > dntt=alil; ali] = a[3]; alj] = t; [ 3 ] | | Ol | O
© 0 1 2 3 4
5}

Kendisiyle takas: dizi degismez; a[1] = 5
kesinlesti.

Adim 13 /14

DEGiSKENLER

a=1[3,5 1,4,2])(i=1)(j=1



KARISTIRMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Fisher-Yates (Knuth) Karistirmasi

1 static void karistir(int[] a) {
2 for (int i = a.length - 1; i > @; i--) {

3 int j = zar.nextInt(i + 1); // 0 < j <1

4 dnt t = a[il; ali] = al3l; ald] - 3 S |1l 4]]2

. 0 1 2 3 4
| >3

Dongd bitti:  [3, 5, 1, 4, 2] . Toplam olasi
cekilig sayisi 5-4-3-2 =120 = 5! her
permutasyon tam bir kez — dizgun dagilim.

Adim 14 / 14

DEGiSKENLER

a=1[3,5, 1, 4, 2] i=0>(j =‘)




KARISTIRMA

Saf Karistirma Yanhdir

// YANLI: her i ig¢in 0..n-1 arasindan seg
for (int i = 0; i < n; i++) {

int j = zar.nextInt(n);

takas(a, i, j);
}

e n cekilisin her biri n deger alir » n" esit olasilkli
yol.

e n=3:3%=27yol, 3! = 6 permitasyon. 27, 6'ya
boélinmez — permdutasyonlar esit olasilikli
olamaz.

e Sik gorilen bu kalbin dogrusu Fisher—Yates'tir:
nextInt(i + 1) .

sonug
123
132
213
231
312

321

yol

4/27
5/27
5/27
5/27
4/27

4/27

olasilik
0,148
0,185
0,185
0,185
0,148

0,148

olmasi gereken
1/6 = 0,167
1/6 = 0,167
1/6 = 0,167
1/6 = 0,167
1/6 = 0,167

1/6 = 0,167

[1, 2, 3] dizisinin 27 ¢ekilis dizisi tek tek sayildi (Fisher-Yates'te 3 - 2 = 6 yol, her

permutasyon 1 kez).



BOGOSORT

BogoSort

e Siralama algoritmalari arasinda en
kotii performansa sahip olanlardan
biridir ("aptal siralama", permutation
sort).

e Temel mantik: liste sirali olana kadar
rastgele kanistir.

e Eglenceli ve dgretici bir Las Vegas
algoritmasidir; gergek diinyada
kullaniimaz.

1. Liste sirali mi? Evet — islemi tamamla.

2. Hayir — listeyi rastgele karistir, adim 1'e
don.

static void bogoSirala(int[] a) {
while (!siraliMi(a))

karistir(a); // Fisher-Yates

static boolean siraliMi(int[] a) {
for (int i = 0; i + 1 < a.length; i++)

if (a[i] > a[i + 1]) return false;

return true;

karistir ] p = 1/n! — beklenen n! tur




BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi

5 N
4

: - l

sUtun: konum - satir: sira

0 1 2 3
Baslangic [5, 2, 8, 4] :a[0] =5 > a[1] = 2 — sirah degil, karistirmaya basla.

Adm1/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi
5 I

4
2 N

sUtun: konum - satir: sira

0 1 2 3
Karistrma 1: [5, 4, 2, 8] - a[0] =5 > a[1] = 4, sirali degil.

Adm2/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi

8 N
: I
4
2 B
0 1 > 3 sttun: konum - satir: sira

Karistrma 2: [8, 4, 5, 2] - a[0] = 8 > a[1] = 4, sirali degil.

Adm3/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi

s I
4 (e
: l.

sUtun: konum - satir: sira

0 1 2 3
Karistirma 3: [d4, 2, 8, 5] - a[0] =4 > a[1] = 2, sirali degil.

Adm4/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi

5 L
4 —_—
2

_
(] | -

sUtun: konum - satir: sira
0 1 2 3

Karnistirma 4: [2, 8, 4, 5] — a[1] =8 > a[2] = 4, sirali degil.

Adm5/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi

5 4 O
: .I

sUtun: konum - satir: sira

0 1 2 3
Karistrma 5: [5, 8, 2, 4] - a[l1] =8 > a[2] = 2, sirali degil.

Adm6/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi

; B
4 (e
: o -

sUtun: konum - satir: sira

0 1 2 3
Karistrma 6: [8, 4, 2, 5] - a[0] = 8 > a[1] = 4, sirali degil.

Adm7/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi
2 .

sUtun: konum - satir: sira
0 1 2 3

Karistrma 7: [2, 8, 5, 4] - a[1] =8 > a[2] =5, sirali degil.

Adm8/9



BOGOSORT

BogoSort Ornegi: [5, 2, 8, 4]

[5, 2, 8, 4] listesi; her karistirma Fisher—Yates ile (tohumlu bir calistirma). Kirmizi: ilk ters sirali
komsu cift.

permutasyon matrisi

s B
4
: .I

sUtun: konum - satir: sira

0 1 2 3

Karistirma 8: [2, 4, 5, 8] - sirali! Algoritma durur. Bu ¢alistirmada 8 karistirma
gerekti; beklenen deger 4! = 24,

Adim9/9



BOGOSORT

BogoSort Analizi

e n farkli 6ge: rastgele bir karistirmanin n beklenen karistirma n! siire (10° karistirma/s)
S '
sirali gikma olasihgi p = 1/nl. c 120 0,12 s
e Denemeler bagimsiz — geometrik
dagilim: beklenen karistirma sayisi 1/p e S B =9 e
= nl. 12 479 001 600 048 s
e Her tur: karistirma O(n) + kontrol O(n) 13 6 227 020 800 399
— beklenen siire ©(n - n!). Bu, O((n +
1)1 ile ayni biiyiikliiktedir, ciinkii (n + 1)1 13 1307 674 368 000 ~ 22 dakika
=(n+1)-nl 20 2432902 008 176 640 000 ~ 77 yil

e En iyi durum: dizi zaten sirali — tek
kontrol, O(n).

e En kotii durum: sinirsiz. Sanssiz
karistirmalar sonsuza dek surebilir
(olasiligr 0'a gider). O((n + 1)!) yalnizca
beklenen suire icin bir sinirdir, en kota
durum icin degil.



RASTGELE QUICKSORT

QuickSort Algoritmasi

e Bol ve fethet (divide and conquer) ile
calisan, yerinde (in-place) hizli bir siralama
algoritmasidir (Hoare, 1962).

e Temel mantik:

1. Bir pivot 6ge secilir.

2. Parcalama (partition): pivottan kicukler soluna,
blyulkler sagina yerlestirilir; pivot kalici yerine
oturur.

3. Her iki parca icin ayni islem 6zyinelemeli
uygulanir.

4. Birlestirme adimi gerekmez: parcalar zaten
yerinde siralanmistir.

Rastgele QuickSort

Pivot, alt dizinin 6geleri arasindan
diizgiin rastgele secilir. Algoritma her
zaman dogru sonug verir (Las Vegas);
yalnizca suresi pivot secimlerine
baghdir.

[ < pivot P > pivot
¢ kalicr yer ¢
Ozyineleme Ozyineleme



RASTGELE QUICKSORT

Pivot Secimi ve Etkisi

Pivot stratejisi Kotii girdi Beklenen / tipik
ilk ya da son 6ge siral / ters sirali dizi (gok yaygin!) O(n log n)*
Ortanca-ii¢ (median-of-3) Ozel hazirlanmis “killer" diziler O(n log n)*
Rastgele 6ge yok: kotulik yalnizca sanssizliktan O(n log n), her
girdi icin
Gergek ortanca (BFPRT) yok O(n log n)

En kétii
O(n?)
O(n?
O(n?

O(n log n)

e * Deterministik stratejilerde O(n log n) yalnizca girdi rastgele siraliysa gecerlidir (ortalama durum).

Rastgele pivotta ise beklenti algoritmanin kendi secimleri Gzerindendir (beklenen siire).

e lyi pivot secimi beklenen siireyi iyilestirir, en kdti durumu ortadan kaldirmaz: rastgele pivotta da O(n?)

mumkindir, ama olasiligr cok kuguktar.

e BFPRT'nin sabitleri bayuktir; uygulamada rastgele ya da ortanca-Ug pivot tercih edilir.



RASTGELE QUICKSORT

QuickSort Adim Adim: [7, 2, 1, 6, 8, 5, 3, 4]

( [7, 2, 1, 6, 8, 5, 3, 4] J
pivot 4

Kok: [7, 2, 1, 6, 8, 5, 3, U] , pivot 4 secildi.

Adim 1/ 4
Parca ici siralar Lomuto parcalamasina goredir. Pivot, kalici yerine oturdugu icin pargalarin
hicbirine dahil edilmez.



RASTGELE QUICKSORT

QuickSort Adim Adim: [7, 2, 1, 6, 8, 5, 3, 4]

[ 17,2,1,6,8,5,3,4 |

pivot 4
(8.5 7. 61 ]
pivot 1 pivot 6

Parcalama sonucu: sol [2, 1, 3] (<4),sag [8, 5, 7, 61 (> 4).Pivot4 iki parcaya da
girmez, indis 3'te kalici yerindedir. Sol parcada pivot 1, sagda 6 seciliyor.

Adim 2 / 4
Parca ici siralar Lomuto parcalamasina goredir. Pivot, kalici yerine oturdugu icin pargalarin
hicbirine dahil edilmez.



RASTGELE QUICKSORT

QuickSort Adim Adim: [7, 2, 1, 6, 8, 5, 3, 4]

[ 17,2,1,6,8,5,3,4 |

pivot 4
(s 7o)
pivot 1 pivot 6
pivot 3 pivot 8

Pivot 1: sol parca bos (@), sag [3, 2] .Pivot6:sol [5] ,sag [7, 81 .Tek 6geli parcalar
zaten siralidir (yesil).

Adim 3/ 4
Parca ici siralar Lomuto parcalamasina goredir. Pivot, kalici yerine oturdugu icin pargalarin
hicbirine dahil edilmez.



RASTGELE QUICKSORT

QuickSort Adim Adim: [7, 2, 1, 6, 8, 5, 3, 4]

[ 17,2,1,6,8,5,3,4 |

pivot 4
//——__—\
(o nra)
pivot 1 pivot 6
\ /\
@ 5
pivot 3 pivot 8
| el
[2] [7]

Son duzey: [3, 2] pivot3 - [2] ; [7, 8] pivot8 — [7] . Yapraklar birlestiriimeden
yerinde siral dizi olusur: [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] .

Adim 4/ 4
Parca ici siralar Lomuto parcalamasina goredir. Pivot, kalici yerine oturdugu icin pargalarin

hicbirine dahil edilmez.



RASTGELE QUICKSORT
Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

Altdizi a[0.7] = [6, 5, 3, 1, 8, 7, 2, 4] : pivot rastgele secildi — 3 (indis 2, siyah
kutu).

Adim 1/ 25



RASTGELE QUICKSORT
Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

i soldan ilerler, 3'ten kugukleri atlar ve a[0] = 6'da durur; j sagdan ilerler, 3'ten buyukleri
atlar ve a[6] = 2'de durur. i < j — takas edilecek.

Adim 2 /25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

al0] < a[6] takas - [2, 5, 3, 1, 8, 7, 6, U] .

Adim 3 /25



RASTGELE QUICKSORT
Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

i soldan ilerler, 3'ten kucukleri atlar ve a[1] = 5'te durur; j sagdan ilerler, 3'ten buyukleri
atlar ve a[3] = 1'de durur. i < j — takas edilecek.

Adim 4 /25



RASTGELE QUICKSORT
Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

a[1] < a[3] takas - [2, 1, 3, 5, 8, 7, 6, U] .

Adim 5/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

Bnonoebo

isaretciler karsilasti (i > j): pivot 3 kalici yerinde (indis 2). Solunda yalnizca kiiclkler, saginda
yalnizca buyukler var.

Adim 6 /25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

0 1 2 3 4 5 6 7
Alt dizi a[0..1] = [2, 1] : pivot rastgele secildi — 1 (indis 1, siyah kutu).

Adim7 /25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

0 1 2 3 4 5 6 7

i soldan ilerler, 1'den kucukleri atlar ve a[0] = 2'de durur; j sagdan ilerler, 1'den buytkleri
atlar ve a[1] = 1'de durur. i < j — takas edilecek.

Adim 8 /25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

0 1 2 3 4 5 6 7

a[0] < a[1] takas - [1, 2, 3, 5, 8, 7, 6, u4] .Pivotun kendisi de yer degistirebilir;
konumu izlenir.

Adim 9/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

U

0 1 2 3 4 5 6 7

isaretciler karsilasti (i > j): pivot 1 kalici yerinde (indis 0). Solunda yalnizca kiiclkler, saginda
yalnizca buyukler var.

Adim 10/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

_____

_____

0 1 2 3 4 5 6 7

Tek ogeli alt dizi a[1] = 2 zaten sirali: kesinlesti.

Adim 11/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

10 BB -

0 1 2 3 4 5 6 7

Altdizi a[3.7] = [5, 8, 7, 6, u] :pivot rastgele secildi — 4 (indis 7, siyah kutu).

Adim 12 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

Innopnn

0 1 2 3 4 5 6 7

i soldan ilerler, 4'ten kucukleri atlar ve a[3] = 5'te durur; j sagdan ilerler, 4'ten buyukleri
atlar ve a[7] = 4'te durur. i < j — takas edilecek.

Adim 13/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

r-:{——----_______\__\
108 - [DEnn
e

a[3] < a[7] takas - [1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5] .Pivotun kendisi de yer degistirebilir;
konumu izlenir.

Adim 14 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

IEEEE

0 1 2 3 4 5 6 7

isaretciler karsilasti (i > j): pivot 4 kalici yerinde (indis 3). Solunda yalnizca kiiclkler, saginda
yalnizca buyukler var.

Adim 15/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

IDEE: ]

0 1 2 3 4 5 6 7
Alt dizi a[4.7] = [8, 7, 6, 5] : pivot rastgele secildi — 6 (indis 6, siyah kutu).

Adim 16 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

B J._.
EEEE @5
0 1 2 3 __A_f _____ 5 _____é _____ 7__J

i soldan ilerler, 6'dan kucukleri atlar ve a[4] = 8'de durur; j sagdan ilerler, 6'dan buyukleri
atlar ve a[7] = 5'te durur. i < j — takas edilecek.

Adim 17 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

."/ \‘.
JB BB AR - D

0 1 2 3 4 5 6 7
al4] < a[7] takas - [1, 2, 3, 4, 5, 7, 6, 8] .

Adim 18 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

Jnonnn o

0 1 2 3 4 5 6 7

i soldan ilerler, 6'dan kucukleri atlar ve a[5] = 7'de durur; j sagdan ilerler, 6'dan buyukleri
atlar ve a[6] = 6'da durur. | < j — takas edilecek.

Adim 19/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

1 2 3 4

0 1 2 3

a[5] < a[6] takas - [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] .Pivotun kendisi de yer degistirebilir;
konumu izlenir.

Adim 20 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

EEEEE

0 1 2 3 4 5 6 7

isaretciler karsilasti (i > j): pivot 6 kalici yerinde (indis 5). Solunda yalnizca kiiclkler, saginda
yalnizca buyukler var.

Adim 21/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

_____

1 2345@56

_____

0 1 2 3 4 5 6 7

Tek ogeli alt dizi a[4] = 5 zaten sirali: kesinlesti.

Adim 22 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6 7
Alt dizi a[6..7] = [7, 8] : pivot rastgele secildi — 8 (indis 7, siyah kutu).

Adim 23/ 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |
isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

1 2 3 4 5 6;[7]5

- - o o o - -

0 1 2 3 4 5 6 7

Pivot 8: i, 7'yi atlayip 8'de durur; j zaten 8'de. i > j — takas yok, 8 kalici yerinde (indis 7).

Adim 24 / 25



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Pivotlu QuickSort Calistirmasi

[6,5,3,1,8,7, 2, 4]; pivotlar rastgele secildi: 3, 1, 4, 6, 8. Siyah: pivot - kirmizi cerceve: i ve |

isaretcileri - yesil: kesinlesmis - soluk: etkin alt dizinin disi.

1 2

3

4

5

0 1

Tek 6geli alt dizi a[6] = 7 zaten sirali: kesinlesti. Dizi siralandi:
8] .

2

3

4

Adim 25/ 25

_____

e - -

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1 static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

UDOO\IO\U'I-PW'

10 }

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

0N : Dopnn

zar.nextInt(8) — r = 2 :pivotal2] =
3.

Adim1/14

DEGiISKENLER
r=2)(pivot == )(1i1i=—-)(k =-

a-=[6, 5,3,1,8,17 2, u]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona [ 6 ][ 5 ][ 4 ][ 1 ][ 8 ][ 7 ][ 2 ]B
0 1 2 3 4 5 6 7

1
2
| 2
4 int pivot = afust], k = alt;
5
6
7
8
9

for (int i = alt; i < ust; i++)
if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kiiciikleri sola Pivot sona tasinir: a[2] < a[7] - [6, 5, 4,
takas(a, k, ust); // pivot yerine 1, 8, 7, 2, 31 .
return k;
10} Adm?2 /14

DEGiISKENLER

r=2)(pivot == )(i1i=-)(k =-

Ca. -6, 5 4, 1,8, 1, 2, 3]>




RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
| >
5
6
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = a[ust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nannonn .

pivot = 3 , k = 0 :k, "< pivot"
bdlgesinin bittigi yer.

Adim3/14

DEGiISKENLER

a-1[6,5 4,1,8, 17, 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
| >
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

annnen

~ ol &

a[0] = 6 < 3 mu? Hayir - "> pivot"
bolgesinde kalir, i ilerler.

Adim4 /14

DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i=0)(k =0

a-1[6,5 4,1,8, 17, 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
| >
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nonnonn .

0 1
k

a[1] = 5 £ 3 mu? Hayir - "> pivot"
bolgesinde kalir, i ilerler.
Adim5/14
DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i=1)(k =20

a-1[6,5 4,1,8, 17, 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
| >
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nRopDoBnn .

a[2] = 4 < 3 mu? Hayir - "> pivot"
bolgesinde kalir, i ilerler.
Adim 6/ 14
DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i=2)(k =0

a-1[6,5 4,1,8, 17, 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
| >
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nnnoBEm -

a[3] = 1 £ 3 mui? Evet — k konumuna
tasinacak.

Adim7/14

DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i =3 )(k =0

a-1[6,5 4,1,8, 17, 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
6
»
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kiiciikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

EEE) )

a[3] < a[0] takas, k = 1 .Yesil-gri: <3
bdlgesi, acik: > 3 bolgesi.

Adim 8/ 14

DEGiISKENLER

r =2 )( pivot =3 i=3

Ca. -[1, 5 4,6, 8,17, 2, 3]>




RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
| >
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nanDoan .

a[4] = 8 < 3 mu? Hayir - "> pivot"
bolgesinde kalir, i ilerler.
Adim9/ 14

DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i=84)(k=1

a=I[1,5, 4,6,8, 17 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
| >
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nanonhan -

a[5] = 7 £ 3 mu? Hayir - "> pivot"
bolgesinde kalir, i ilerler.

Adim 10/ 14

DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i=5)(k=1

a=I[1,5, 4,6,8, 17 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
| >
7
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

DEEE IO

a[6] = 2 < 3 mi? Evet — k konumuna
tasinacak.

Adim 11/ 14

DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i=6)(k=1

a=I[1,5, 4,6,8, 17 2, 3]



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
6
»
8
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kiiciikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nanonnn -

al6] < a[1] takas, k = 2 .Yesil-gri: <3
bdlgesi, acik: > 3 bolgesi.

Adim 12 / 14

DEGiISKENLER

r =2 )( pivot =3 i=6

Ca. -[1, 2, 4, 6, 8, 17, 5, 3]>




RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1
2
3
4
5
6
7
| 2
9

10 }

static int bol(int[] a, int alt, int ust) {

int r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
takas(a, r, ust); // pivot sona
int pivot = afust], k = alt;
for (int i = alt; i < ust; i++)

if (a[i] <= pivot)

takas(a, i, k++); // kucikleri sola
takas(a, k, ust); // pivot yerine
return k;

nRobnnnn

DOngu bitti. Pivot, k = 2 konumuna takas
edilir- [1, 2, 3, 6, 8, 7, 5, u] .

Adim 13 /14

DEGiISKENLER

r=2)(pivot =3 )(i==-)(k =2
Ca. -[1, 2, 3, 6, 8, 17, 5, u]>




RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Rastgele Pivotlu Parcalama (Lomuto)

1 static int bol(int[] a, int alt, int ust) {
2 dint r = alt + zar.nextInt(ust - alt + 1);
3 takas(a, r, ust); // pivot sona [ 1 ][ 2 ] 3 [ 6 ][ 8 ][ 7 ][ 5 ][ 4 ]
4 int pivot = a[ust], k = alt; 0 1 2 3 4 5 6 7
5  for (int i = alt; i < ust; i++)
6 if (a[i] <= pivot)
7 takas(a, i, k++); // kiiciikleri sola return 2 : 3 kalici yerinde. Sonra
8  takas(a, k, ust); // pivot yerine hizliSirala(Ca, 0, 1) ve
| > return k; hizliSiralaCa, 3, 7) cagnilr.
10 3}
Adim 14 / 14

DEGiISKENLER
r=2)(pivot =3 )(i=—-)(k =2

a-:[l, 2, 3,6,38,17, 5, u]



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele QuickSort: Kod

static Random zar = new Random();

static void hizliSirala(int[] a, int alt, int ust) {
if (alt < ust) {
int p = bol(a, alt, ust); // rastgele
hizliSirala(a, alt, p - 1);
hizliSiralaCa, p + 1, ust);
}
}

bol rastgele bir indis seger,
pivotu sona tasir ve Lomuto
parcalamasi uygular.

Tek bir Random nesnesi
kullanilir; her cagrida new
Random() olusturmak
gereksiz ve kotu uygulamadir.

Ek bellek: 6zyineleme yigini;
beklenen derinlik O(log n).
Kicuk parcaya once inilip
blylk parca donglye cevrilirse
en kot durumda da O(log n).
Tekrarli anahtarlar coksa Uc¢
yollu parcalama (<, =, >)
kullanihr.



RASTGELE QUICKSORT

QuickSort Analizi
En iyi: dengeli bélme En kotd: hep en kuglk/blyik pivot
[ ] n [ ) n
[ I ) o Jn-
[ ] n-2
L Jn
OOOOD0000 03,
log, n diizey x nis = O(n log n) ndizey:n + (n-1) + ... + 1 = O(n?
Durum Ozyineleme bagintisi Siire
En iyi T(n) = 2T(n/2) + O(n) O(n log n)
Beklenen (rastgele T(n) = (1/n) 24 [T(q) + T(n=1-q)] + O(n) O(n log n)
pivot)
En kotii T(n) = T(n=1) + ©(n) o(n?

Rastgele pivotta en kdtu durumun olasiligi: her adimda en kucguk ya da en buylk secilmeli —
2" 1/nl (n = 20 icin = 2 - 10713).



RASTGELE QUICKSORT

Beklenen Karsilastirma

o Ogeleri sirali halleriyle adlandir: z; < n rastgele pivot (beklenen) sirali girdi, ilk 6ge pivot
Zp < .. <z, Gosterge Xj; = 1 & zjile 10 244 45
zj karsilagtinhr. '

100 648 4950

e iki 6ge yalnizca biri pivotken

karsilagtirilir. {z;, ..., z} kimesinden 1000 10 986 499 500
ilk secilen pivot arada bir 6ge olursa

z; ile zj ayri parcalara diser ve hig (e e 0 U
karsilasmaz. ik pivot
rBaustI;uerlr;ed(ijrerl|!<()|Z}v:t1;lllizg2;lJ/n(j y [ 2 ]I[ 2, ’[23] 24 [25 ] [ Z {[ z ][ Za]
+ 1). {Za, ... Z6): 5 6Fe

° Dogrusalllk: E[X] = Zi<j 2/(J -+ 1) Pivot z, — z, sola, z saga: hig karsilasmazlar.

Yalnizca z, ya da z; ilk pivotsa: P = 2/5.

<2nH, = 1,39 nlog; n.
e Kesin deger: E[X] = 2(n + T)H,, - 4n.



RASTGELE QUICKSORT

Siralama Algoritmalan Karsilastirmasi

Algoritma En iyi Beklenen / ort. En koti Ek bellek Kararh
BubbleSort o(n) O(n?) O(n?) o(1) evet
MergeSort O(n log n) O(n log n) O(n log n) O(n) evet
Rastgele QuickSort O(n log n) O(n log n) o(n?) O(log n) hayir
BogoSort O(n) O(n - nl sInirsiz o(1) hayir

* QuickSort, MergeSort'tan daha fazla takas yapabilir; ancak yerinde calistigi ve dnbellegi iyi kullandigi
icin genellikle daha hizhdir.

e BubbleSort gibi basit O(n?) algoritmalardan biyiik n icin cok daha hizlidr.

e Java'nin Arrays.sort(int[]) yontemi ilkel turler icin cift pivotlu QuickSort kullanir.



RASTGELE QUICKSORT

Rastgele Secme (QuickSelect)

static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) {
if (alt == ust) return alalt];
int p = bol(a, alt, ust);
if (s == p) return alp];
if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
return sec(a, p + 1, ust, s);

Amac: dizinin s. en kiigiik
ogesini (Or. ortanca) siralamadan
bulmak.

Ayni rastgele parcalama kullanilir,
ama yalnizca tek tarafa inilir.

Beklenen slire O(n) (ortanca igin
= 3,39 n karsilastirma); en kotu
o(n?).

Ornek: [6,5,3,1,8,7,2,4]icin s
= 2 (0 tabanh). Pivot 3 ile
parcalama p = 2 verir — ilk
denemede yanit 3.



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

1 static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { s

I » if (alt == ust) return a[alt]; [ 6 " 5 ][ 3 ” 1 ][ 8 ][ 7 ][ 2 ][ 4 ’
3 int p = bol(a, alt, ust); 0 ] > 3 4 5 5 7
4 if (s == p) return a[p]; L i
etkin aralik [0, 7]
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s); . ) 3
6 return sec(a, p + 1, ust, s); Dizi [6, 5, 3{ 1,8,7, 2, 4]; aranans = 5 (6.
7} en kuguk). Ik cagri tim diziyi kapsar: alt
=0Q,ust=7.
Adim1/12
GAGRI YIGINI DEGiISKENLER
(sec(e, 7) ] alt =0 )(ust =7 )(s =5
main()

p=-



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { 3
if (alt == ust) return a[alt]; [ 1 H 2 ] 3 ‘ 6 ][ 8 ][ 7 ][ 5 ][ 4 ’

1
2
I » int p = bol(a, alt, ust); 0 ] > 3 4 5 6 7
4
5
6
7

if (s == p) return a[p]; L 1
etkin aralik [0, 7]

bol rastgele pivot 3 secti; parcalama

if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
return sec(a, p + 1, ust, s);

} sonrasi pivot kalici yeri p = 2: solu < 3,
sagl > 3.
Adim2 /12
GAGRI YIGINI DEGiISKENLER
(sec(e, 7) ] alt =0 )(ust =7 )(s =5

main()



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { s

if (alt == ust) return a[alt]; [ 1 " 2 ] 3 ‘ 6 ][ 8 ][ 7 ][ 5 ][ 4 ’

int p = bol(a, alt, ust); 0 1 2 3 4 5 6 7

1
2
3
4 if (s == p) return a[p]; L 1
. etkin aralik [0, 7]
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
| 2
7

return sec(a, p + 1, ust, s); s=5>p=2- aranan.o_g.e sagda: )
} yalnizca [3, 7] aralidina inilir; sol taraf bir

daha incelenmez.

Adim3/12
GAGRI YIGINI DEGiISKENLER
(sec(e, 7) ] alt =0 )(ust =7 )(s =5
main()

p=2



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

1 static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { s

I » if (alt == ust) return a[alt]; 1 (2| 3 ‘ 6 ][ 8 ][ 7 ][ 5 ][ 4 ’
3 int p = bol(a, alt, ust); 0 ] > 3 4 5 5 7
4 if (s == p) return a[p]; L )
etkin aralk [3, 7]
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s); Veni cad ) Ik
6 return sec(a, p + 1, ust, s): eni cagri sec(a, 3, 7, 5) :aralikta5
7} 6ge var, alt # ust.
Adim4 /12
GCAGRI YIGINI DEGiSKENLER
(sec(S, 7) J ust =7 )(s =5
sec(0, 7)

main()



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

1 static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { 3

2 if (alt == ust) return a[alt]; 1 2 3 ‘ 6 ][ 4 ][ 5 ] 7 [ 8 ’
I > int p = bol(a, alt, ust); 0 1 5> 3 a4 5 6 7
4
5
6
7

if (s == p) return a[p]; L 1
etkin aralk [3, 7]

bol rastgele pivot 7 secti; parcalama

if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
return sec(a, p + 1, ust, s);

} sonrasi pivot kalici yeri p = 6: solu < 7,
sagl > 7.
Adim5/12
GAGRI YIGINI DEGiISKENLER
(sec(B, 7) ] alt =3 )(ust =7 )(s =5

main()



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) {
if (alt == ust) return af[alt];
int p = bol(a, alt, ust);
if (s == p) return a[p];

1
2
3
4
I » if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
6 return sec(a, p + 1, ust, s);
7

GCAGRI YIGINI

(sec(S, 7)

sec(0, 7)

main()

S

e s o= )5)

0 1

s =5 < p=6 - aranan 6ge solda:

7

2 3

4

5

6

etkin aralk [3, 7]

yalnizca [3, 5] araligina inilir.

DEGiSKENLER

alt =3

p=6

Adim 6/ 12

ust =7

S

=5



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

1 static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { s

v
I » if (alt == ust) return a[alt]; 1 2 3 E]E] 7 8
3 int p = bol(a, alt, ust); 0 ] > 3 4 5 6 7
4 if (s == p) return a[p]; L )
. etkin aralik [3, 5]
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s); Veni cad Ikta 3
6 return sec(a, p + 1, ust, s); enicagri sec(a, 3, 5, 5) :aralkta
7} 6ge var, alt # ust.
Adim7/12
GCAGRI YIGINI DEGiSKENLER

sec(3, 5) alt =3 )(ust =5)(s =5
[ )
sec(3, 7)

sec(0, 7)

main()



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

1 static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { 3

2 if (alt == ust) return a[alt]; 1 2 3 ‘ 4 ] 5 [ 6 ] 7 8
I > int p = bol(a, alt, ust); 0 1 5> 3 a4 5 6 7
4
5
6
7

if (s == p) return a[p]; L 1
etkin aralik [3, 5]

bol rastgele pivot 5 secti; parcalama

if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
return sec(a, p + 1, ust, s);

} sonrasi pivot kalici yeri p = 4: solu < 5,
sagl > 5.
Adim8/12
GAGRI YIGINI DEGiISKENLER
(sec(B, 5) ] alt =3 )(ust =5)(s =5

sec(0, 7)

main()



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { 3
if (alt == ust) return a[alt]; 1 2 3 ‘ 4 ] 5 [ 6 ] 7 8
int p = bol(a, alt, ust); 0 1 > 3 4

1
2
3
4 if (s == p) return a[p]; L 1
. etkin aralik [3, 5]
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
| 2
7

return sec(a, p + 1, ust, s); s=5>p=4- aranan.o_g.e sagda: )
} yalnizca [5, 5] araligina inilir; sol taraf bir

daha incelenmez.

Adim9 /12
GAGRI YIGINI DEGiISKENLER
(sec(B, 5) ] alt =3 )(ust =5)(s =5
sec(3, 7) p =4
sec(0, 7)

main()



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

1 static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { 3
I > if (alt == ust) return a[alt]; 1 2 (|31l 4] 5 [:::] 7 8
3 int p = bol(a, alt, ust); 0 ] > 3 4 5 6 7
4 if (s == p) return a[p]; [
. etkin aralik [5, 5]
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s); Veni cad ) Wkta 1
6 return sec(a, p + 1, ust, s); enicagri sec(a, 5, 5, 5) :aralkta
7} 6ge var, alt # ust.
Adim 10 /12
GCAGRI YIGINI DEGiSKENLER
(sec(S, 5) J ust =5 )(s =5
sec(3, 5)
sec(3, 7)
sec(0, 7)

main()



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

1 static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) {

I » if (alt == ust) return a[alt];

3 int p = bol(a, alt, ust);
4 if (s == p) return a[p];
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s);
6 return sec(a, p + 1, ust, s);
7}

GCAGRI YIGINI

(sec(S, 5)
sec(3, 5)
sec(3, 7)
sec(0, 7)

main()

s
v
5 6 7
4 5 6
| I— |

etkin aralik [5, 5]

Adm 11 /12

DEGiSKENLER

alt =5 ust =5

s =5

8

7

alt = ust = 5: tek 6ge kaldi = return
a[5] =6.



RASTGELE QUICKSORT - KODU ADIM ADIM CALISTIR

QuickSelect: Kodu Adim Adim izle

I » static int sec(int[] a, int alt, int ust, int s) { 3
2 if (alt == ust) return a[alt]; [ 1 H 2 ][ 3 ” 4 ][ 5 ] 6 [ 7 ][ 8 ’
3 int p = bol(a, alt, ust); 0 ] > 3 4 5 5 7
4 if (s == p) return a[p];
5 if (s < p) return sec(a, alt, p - 1, s); 6 I dizid
6 return sec(a, p + 1, ust, s); sec(a, 0, 7, 5) ) = : siral dizide 5.
7} konum (0 tabanl). Dizinin tamami
siralanmadi; yalnizca gereken pargalar
bolindu.
Adim 12 /12
CAGRI YIGINI DEGiSKENLER

[main() } doniis = 6




MONTE CARLO ALGORITMALARI

Monte Carlo ile 1t

e Birim kareye dlizglin rastgele noktalar at. Ceyrek dairenin alani
1t/4, karenin alani 1 — P(iceride) = /4, yanimt = 4 -i¢/ n.

e Hata = 1/Vn ile azalir: bir basamak daha dogruluk icin 100 kat
nokta gerekir.

static double piTahmin(int n) {
int ic = 0;
for (int t = 0; t < n; t++) {
double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble();
if (x * x +y *y <= 1) ic++;

}
return 4.0 * ic / n; 300 nokta: 239 iceride — 1t =
4 -239/300 = 3,187.




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) {

| >
3

4
5
6
7
8

}

int ic = @;

for (int t = 0; t < n; t++) {
double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble();
if (x * x+y *y<=1) ict+;

}

return 4.0 * ic / n;

nokta: 0
iceride: 0

0 1
n = 8 nokta atilacak; ic ceyrek
dairenin igine dusenleri sayar.
(Tohumlu bir Random ile
tekrarlanabilir calistirma.)

Adim 1/10

DEGiISKENLER

n==8 ic =0



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 1
2 int ic = 0; iceride: 1
> for (int t = @; t < n; t++) { 2 o\ = 042
x =0,

> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); <1jigeride
> if (X * x +y *y<=1) ic++; @
°d 0 1
7 * :
. return 4.8 * ic / n; t=0:(0,62; 0,19), 3 +y* = 0,42 < 1

- iceride. ic = 1.

Adim 2 /10

DEGiISKENLER

(t=0)(x=0.62)(y =0.19)
(xr+y* =0.42)(dc =1)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 2
2 dint ic = 0; iceride: 2
> for (int t = @; t < n; t++) { .,
x° +y“=0,88
> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); <1 iceride
> if (X * X +y *y<=1) ic++; °
°d 0 1
7 * 4 .
| remmae mac i t=1:(0,93;0,09), x* + y* = 0,88 < 1

’ - iceride. ic = 2.

Adm3/10

DEGiISKENLER
(t=1)(x=0.93)(y =0.09)
(x*+y* =0.88) (ic =2)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 3
2 dint ic = 0; iceride: 3
> for (int t = @; t < n; t++) { @ 2 V2o 058
x =0,

> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); <1jigeride
> if (X * X +y *y<=1) ic++; ° R
°d 0 1
7 * :
. R t = 2:(0,58; 0,49), x* + y* = 0,58 < 1

- iceride. ic = 3.

Adim4 /10

DEGiISKENLER

(t=2)(x=-0.58)(y =0.49)
(x*+y* =0.58) (ic =3)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) {
2 int ic = 0;
> for (int t = @; t < n; t++) {

> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble();
> if (X * x +y *y<=1) ic++;

5}

7 return 4.0 * ic / n;

8

}

nokta: 4
iceride: 4
@ L X2 +y? =024
<1 - igeride
[ J
[ J

0 1
t = 3:(0,00; 0,49), x* + y* = 0,24 < 1
- iceride. ic = 4.
Adim5/10

DEGiISKENLER

(t=3)(x=0.00) vy =0.49
(x*+y* =0.24) (dc = 4)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 5
2 dint ic = 0; iceride: 5
> for (int t = @; t < n; t++) { .,
x +y“=0,59
> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); <1 iceride
> if (X * x +y *y<=1) ic++;
° 1}
7 * 4 .
| remmae mac i t = 4:(0,30;0,71),x% + y* = 0,59 < 1

) - iceride. ic = 5.

Adm 6/ 10

DEGiISKENLER

(t=4)(x=0.30)(y =0.72)
(x*+y* =0.59 ) (ic = 5)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 6
2 dint ic = 0; iceride: 5
> for (int t = @; t < n; t++) { 2 V22113

X =1,
> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); >1_):d|§anda
> if (X * x +y *y<=1) ic++;
5}
7 * 4 ;
. } return 4.0 ic / n; t=05: (0,78, 0’72), XZ + yZ — 1,13 > 1

- disarida. ic = 5.
Adim7 /10

DEGiISKENLER
(t=5)(x=0.78)(y =0.72)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 7
2 dint ic = 0; iceride: 5
> for (int t = @; t < n; t++) { 2 o v? = 108

X =1,
> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); >1_):d|§anda
> if (X * x +y *y<=1) ic++;
5}
7 * 4 ;
. } return 4.0 ic / n; t=6 (0[35[ 0,98), XZ + yZ — 1,08 > 1

- disarida. ic = 5.
Adm 8/ 10

DEGiISKENLER
(t=6)(x=0.35)(y =0.98)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 8
2 dint ic = 0; iceride: 6
> for (int t = @; t < n; t++) { .,
x° +y“=0,38
> double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); <1 iceride
> if (X * x +y *y<=1) ic++;
5}
7 * 4 .
| remmae mac i t=7:(0,50;0,36), x* + y* = 0,38 < 1

) - iceride. ic = 6.

Adm9/10

DEGiISKENLER

(t=7)(x=0.50)(y =0.36)
(x*+y* =0.38)(ic = 6)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Monte Carlo t: Kodu Adim Adim izle

1 static double piTahmin(int n) { nokta: 8
2 dint ic = 0; iceride: 6
B 'F i =] M M
or (int t = 0; t < n; t++) { n~4-6/8
4 double x = zar.nextDouble(), y = zar.nextDouble(); -30
5 if (x * x +y *y<=1) ict+; '
° '}
I : return 4.6 * ic / n; 4.0 * 6 / 8 =3,0.8noktayla

’ hata buyuktar (= 1,64/V8 = 0,58); n

blyldikge tahmin mt'ye yaklasir.

Adim 10 /10

DEGiISKENLER

ic = 6 ) (déniis = 3.0



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Deneyin: Monte Carlo 1

+10 nokta +100 +1000 +10000 sifirla

nokta sayisi n 0
iceride 0
T tahmini —
hata |t — 1| —

beklenen hata = 1,64/vn  —

Nokta eklemek icin bir digmeye basin.

Yesil: ceyrek dairenin icinde - kirmizi: disinda. Cizimde ilk 3000 nokta gdsterilir, sayim tim
noktalarla strer. 1,64 = 4 - V(p(1 - p)), p = /4.



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Miller-Rabin Asallik Testi

» Fermat'nin kiiciik teoremi: n asal ve 1 < a < nise a"~' = 1 (mod n). Bu esitlik
bozulursa n kesin bilesiktir; ama bazi bilesikler (Carmichael sayilan) her taban icin esitligi
saglar.

o Karekok ozelligi: n asal ise x* = 1 (mod n) yalnizca x = 1 icin saglanir.
e n-1=25-d(dtek) yazilir; rastgele a icin a4, a9, ..., a¥ 4 (mod n) dizisine bakilir.

e Dizi 1 ile baglamiyor ve n — 1 hi¢ gorinmuyorsa a, n'nin bilesik oldugunun tanigidir
(witness). Aksi halde n bu turu "gecer".

* Bilesik n icin tabanlarin en cok 1/4'l yalancidir — k bagimsiz turda hata < 47 Her tur
O(log n) modiiler carpma: toplam O(k log® n) bit islemi.

2 2d

2
a

gecer: dizi 1ile baslar ya da bir yerde n — 1 goriinir
tanik: ilk 6ge # 1ve n - 1 hi¢ gériinmez — n kesin bilesik

4d Iz 2

a2"(5—1)-d

a = a

Tek yonlu hata: "bilesik" yaniti kesindir; "asal" yaniti yalnizca muhtemelen dogrudur.



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Miller-Rabin: Kod

static boolean asalMi(long n, int k) {

if (n < 4) return n == 2 || n == 3;
if (n % 2 == 0) return false;
longd =n-1; int s = 0; // n-1 = 2"s-d

while (d % 2 == 0) { d /= 2; s++; }
for (int tur = 0; tur < k; tur++) {
long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
long x = usMod(a, d, n); // ad mod n
if (x ==1 || x == n - 1) continue;
boolean tanik = true;
for (int r = 1; r < s && tanik; r++) {
X =X * X % n;
if (x == n - 1) tanik = false;

}

if (tanik) return false; // Kesin bilesik
}
return true; // muhtemelen asal

}

usMod : hizli moduler Us
alma (kare al-carp), O(log d)
carpma.

Taban a, [2, n = 2] araligindan
dizgun secilir.
long ile x * x yalnizcan
< 3-10° icin tasmaz; daha
blyuk n igin
BigInteger.modPow ya da
isProbablePrime .



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1
>
>
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18 }

static boolean asalMi(long n, int k) {

if (n < 4) return n == 2 || n == 3;

if (n % 2 ==
long d = n -
while (d
for (int

}

return true;

@) return false;

1; int s = 0; // n-1 = 2”s.d
% 2==0){d/=2; s++; }

tur = 9; tur < k; tur++) {

2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
usMod(a, d, n); // a~d mod n

if (x == 1 || x == n - 1) continue;

long a =
long x =

boolean tanik = true;

1; r < s & tanik; r++) {
X =X *X%n;

if (x == n - 1) tanik = false;

for (int r =

}

if (tanik) return false; // kesin bilesik

// muhtemelen asal

n-1=560=2°560

ard ar2d a’4d a’8d

n=561=3-11-17 bir Carmichael sayisi:
Fermat testini her tabanda gecer. n > 4 ve
tek — testler atlanmaz.

Adim1/13

DEGiSKENLER

n==561 k=1



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1
2
3
| >
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18 }

static boolean asalMi(long n, int k) {

if (n < 4) return n == 2 || n == 3;

if (n % 2 ==
long d = n -
while (d
for (int

}

return true;

0) return false;

1; int s = 0; // n-1 = 27s.d
% 2==0){d/=2; s++; }

tur = 9; tur < k; tur++) {

2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
usMod(a, d, n); // a~d mod n

if (x == 1 || x == n - 1) continue;

long a =
long x =

boolean tanik = true;

1; r < s & tanik; r++) {
X =X *X%n;

if (x == n - 1) tanik = false;

for (int r =

}

if (tanik) return false; // kesin bilesik

// muhtemelen asal

n-1=560=2°560

ard ar2d a’4d a’8d

d=n-1=560,s =0.Simdi 560 igindeki 2
carpanlari ayrilacak.

Adim2/13

DEGiISKENLER

n=561)(d=560)(s=0)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

_ _ 5l
1 static boolean asalMi(long n, int k) { n-1=560=2"-280

2 if (n < 4) return n == 2 || n == 3;

3 if (n % 2 == 0) return false; - - -

4 longd=n-1; int s = 0; // n-1 = 2%s.d ard ar2d ar4d anr8d
I > while (d % 2 == 0) { d /= 2; s++; }

6  for (int tur = 0; tur < k; tur++) { dcift - d /=2 s++:d =280, s = 1.

7 long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]

8 long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n Adim 3 /13

9 if (x == 1 || x == n - 1) continue;

10 boolean tanik = true;

11 for (int r = 1; r < s & tanik; r++) {

12 X =X *X%n;

13 if (x == n - 1) tanik = false; DEGiSKENLER

14 }

15 if (tanik) return false; // kesin bilesik n = 561 Cd - 23°> CS - 1)

6 3}

17 return true; // muhtemelen asal

18 }



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

_ _ 92
1 static boolean asalMi(long n, int k) { n-1=>560=2%-140

2 if (n < 4) return n == 2 || n == 3;

3 if (n % 2 == 0) return false; - - -

4 longd=n-1; int s = 0; // n-1 = 2%s.d ard ar2d ar4d anr8d
I > while (d % 2 == 0) { d /= 2; s++; }

6  for (int tur = 0; tur < k; tur++) { dcift - d /=2 s++:d =140, s = 2.

7 long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]

8 long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n Adim 4 /13

9 if (x == 1 || x == n - 1) continue;

10 boolean tanik = true;

11 for (int r = 1; r < s & tanik; r++) {

12 X =X *X%n;

13 if (x == n - 1) tanik = false; DEGiSKENLER

14 }

15 if (tanik) return false; // kesin bilesik n = 561 Cd - 1“@ CS - 2)

6 3}

17 return true; // muhtemelen asal

18 }



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

_ _ 53
1 static boolean asalMi(long n, int k) { n-1=>560=2"-70

2 if (n < 4) return n == 2 || n == 3;

3 if (n % 2 == 0) return false; - - -

4 longd=n-1; int s = 0; // n-1 = 2%s.d ard ar2d ar4d anr8d
I > while (d % 2 == 0) { d /= 2; s++; }

6  for (int tur = 0; tur < k; tur++) { dcift - d /=2 s++:d=70,s = 3.

7 long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]

8 long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n Adim 5 /13

9 if (x == 1 || x == n - 1) continue;

10 boolean tanik = true;

11 for (int r = 1; r < s & tanik; r++) {

12 X =X *X%n;

13 if (x == n - 1) tanik = false; DEGiSKENLER

14 }

15 if (tanik) return false; // kesin bilesik n = 561 Cd - '7°> CS - 3)

6 3}

17 return true; // muhtemelen asal

18 }



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

_ _ 54
1 static boolean asalMi(long n, int k) { n-1=560=2"-35

2 if (n < 4) return n == 2 || n == 3;

3 if (n % 2 == 0) return false; - - -

4 longd=n-1; int s = 0; // n-1 = 2%s.d ard ar2d ar4d anr8d
I > while (d % 2 == 0) { d /= 2; s++; }

6  for (int tur = 0; tur < k; tur++) { dcift - d /=2, s++:d = 35, s = 4. d tek:

7 long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2

8 1on§ X = usMod(a, d, n);g( //)aAd mgd n ] 560 = 2 35.

9 if (x == 1 || x == n - 1) continue; Adim 6 /13

10 boolean tanik = true;

11 for (int r = 1; r < s & tanik; r++) {

12 X =X *X%n;

13 if (x == n - 1) tanik = false;

14 } DEGISKENLER

15 if (tanik) return false; // kesin bilesik n = 561 Cd - 35> CS - u)

6 3}

17 return true; // muhtemelen asal

18 }



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1
2
3
4
5
| 2
»
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18 }

static boolean asalMi(long n, int k) {

if (n < 4) return n == 2 || n == 3;
if (n % 2 == @) return false;
long d =n - 1; int s = 0; // n-1 = 2”s-d
while (d % 2 == 0) { d /= 2; s++; }
for (int tur = @; tur < k; tur++) {
long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n
if (x == 1 || x == n - 1) continue;

}

return true;

boolean tanik = true;

for (int r =

1; r < s & tanik; r++) {

X =X *X%n;
if (x == n - 1) tanik = false;

}

if (tanik) return false;

// kesin bilesik

// muhtemelen asal

n-1=560=2%35

ard ar2d a’4d a’8d

Tur 0O: rastgele taban ¢ekildi, a = 2.

Adm7/13

DEGiSKENLER



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1
2
3
4
5
6
7
| 2
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18 }

static boolean asalMi(long n, int k) {

if (n<4) return n == 2 || n == 3;

if (n % 2 ==
long d = n -
while (d
for (int

}

return true;

0) return false;

1; int s = 0; // n-1 = 2”s.d
% 2==0){d/=2; s++; }

tur = 9; tur < k; tur++) {

2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
usMod(a, d, n); // a~d mod n

if (x == 1 || x == n - 1) continue;

long a =
long x =

boolean tanik = true;

1; r < s & tanik; r++) {
X =X *X%n;

if (x == n - 1) tanik = false;

for (int r =

}

if (tanik) return false; // kesin bilesik

// muhtemelen asal

n-1=560=2%35 a=2
a™d a’2d a’4d a’”8d

x = 2% mod 561 = 263 (hizli Uis alma ile).

Adim 8/ 13

DEGiSKENLER

tur =0



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1
2
3
4
5
6
7
8
>
>

18 }

static boolean asalMi(long n, int k) {

if (n < 4) return n == 2 || n == 3;
if (n % 2 == @) return false;
long d =n - 1; int s = 0; // n-1 = 2”s-d
while (d % 2 == 0) { d /= 2; s++; }
for (int tur = 0; tur < k; tur++) {
long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n

}

return true;

if (x == 1 || x == n - 1) continue;
boolean tanik = true;

1; r < s & tanik; r++) {
X =X *X%n;

if (x == n - 1) tanik = false;

for (int r =

}

if (tanik) return false; // kesin bilesik

// muhtemelen asal

n-1=560=2%35 a=2
263 |- - -
a’™d a’2d a’4d a’”8d

Xx=263nelneden-1=560 - tur
bitmedi;
denetlenecek.

tanik = true ile kareler

Adim9/13

DEGiSKENLER



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

18 }

static boolean asalMi(long n, int k) {

if (n<4) return n == 2 || n == 3;
if (n %

long d = n - 1;

while (d
for (int

}

return true;

long a
long x
if (x
boolea
for (i
X =
if (
}
if (ta

0) return false;

// n-1 = 2"s-d
% 2==0){d/=2; s++; }

tur = 9; tur < k; tur++) {

= 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
= usMod(a, d, n); // a~d mod n

==1 || x == n - 1) continue;

int s = 0;

n tanik = true;

nt r=1; r < s & tanik; r++) {
X * X % n;

x == n - 1) tanik = false;

nik) return false; // kesin bilesik

// muhtemelen asal

n-1=560=2%35 a=2
[ 263 ]ﬁ 166 |- -
a™d a’2d a’4d a’”8d

r=1:x =263>mod 561 = 166. 560 degil.

Adim 10/ 13

DEGiSKENLER

a=2)(=1)(x=166)

tanik = true




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

— — 74, —
1 static boolean asalMi(long n, int k) { n-1=560=2"-35 a=2
2 if (n < 4) return n == 2 || n == 3;
3 if (n % 2 == @) return false; [ 263 ]—’[ 166 ]—‘ 67 -
4 longd=n-1; int s = 0; // n-1 = 2%s.d ard ar2d ar4d anr8d
5 while (d % 2 ==0) { d /= 2; s++; }
6 i = 0; ; ..
for (int tur = 6 tur < k; tur++) { r=2:x = 1662 mod 561 = 67. 560 degil.
7 long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]
8 - . A
long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n Adim 11/ 13
9 if (x == 1 || x == n - 1) continue;
10 boolean tanik = true;
> for (int r = 1; r < s & tanik; r++) {
> X=X *X%n; ..
) . DEGiSKENLER
> if (x == n - 1) tanik = false;
14 } a=2 r=2><x=6'7>
15 if (tanik) return false; // kesin bilesik .
tanik = true
6 3}
17 return true; // muhtemelen asal

18 }



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1 static boolean asalMi(long n, int k) { n-1=560=2%35 a=2
2 if (n < 4) return n == 2 || n == 3;
S iF (n %2 == 0) return false; 263 || 166 || &7 ||
4 longd=n-1; int s = 0; // n-1 = 2%s.d ard ar2d ar4d ar8d
5 while (d % 2 ==0) { d /= 2; s++; }
° for (int tur = @; tur < k; tur++) { r=3:x = 67> mod 561 = 1. 560 degil. T'e n
7 long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2] .
8 long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n ~ 1 gdrmeden ulasild.
9 if (x == 1 || x == n - 1) continue; Adim 12 /13
10 boolean tanik = true;
> for (int r = 1; r < s & tanik; r++) {
| 2 X =X * x % n;
| 2 if (x == n - 1) tanik = false; DEGiISKENLER
14 }
/ , o a=2)E=3)(G=2
15 if (tanik) return false; // kesin bilesik
o} tanik = true
17 return true; // muhtemelen asal

18 }



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Miller-Rabin: Kodu Adim Adim izle (n = 561)

1 static boolean asalMi(long n, int k) {

2 if (n < 4) return n == 2 || n == 3;

3 if (n % 2 == @) return false;

4 long d =n-1; int s = 0; // n-1 = 2”s-d
5 while (d % 2 ==0) { d /= 2; s++; }
6

7

8

9

for (int tur = @; tur < k; tur++) {
long a = 2 + zar.nextLong(n - 3); // [2, n-2]

long x = usMod(a, d, n); // a~d mod n
if (x == 1 || x == n - 1) continue;
10 boolean tanik = true;
11 for (int r = 1; r < s & tanik; r++) {
12 X =X *X%n;
13 if (x == n - 1) tanik = false;
14 }
I > if (tanik) return false; // kesin bilesik
6 3}
17 return true; // muhtemelen asal

18 }

n-1=560=2%35 a=2
[ 263 ]ﬁ[ 166 ]a[ 67 ]a 1
a™d a’2d a’4d a’”8d

67> = 1ama 67 # +1 — a = 2 tanik: 561 bilesik

Dizi 560'a hig ulasmadi: tanik true kaldi
— return false .5671 kesin bilesik; 67,
1'in £1 disinda bir karekokda.

Adim 13 /13

DEGiSKENLER

a=2 x =1 tanik = true

(déniis = false )




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

1 static long usMod(long a, long d, long n) { d = 35 = 100011, [ 1 " 0 “ 0 ” 0 " 1 “ 1 ]
» long sonuc = 1; 32 16 8 4 2 1
’ %= M
a %= n; sonuc =1
4 while (d > @) {
5 if ((d & 1) == 1) // bit 1 ise a=2
6 sonuc = sonuc * a % n; a, sirayla 271,272, 274, 278 ... (mod 561) olur
7 a=a*a%n; // kare al 2% mod 561 hesaplanacak. 35 = 32 + 2 + 1
8 d >>= 1; // sonraki bit oldugundan 2% = 2%2.2%. 2" Basta sonuc = 1,
° %
a=2.
10 return sonuc;
11}

Adim1/8

DEGiSKENLER

a =2 d =35 sonuc =1



MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

1 static long usMod(long a, long d, long n) { d = 35 =100011; [ 1 " 0 " 0 ” 0 ][ 1 ] 1
32 16 8 4 2 1

2 long sonuc = 1;
3 %= N

2 i [0 sonuc = 2 x a:1-2 mod 561
4 while (d > @) { ,
> if ((d & 1) == 1) // bit 1 ise a=4 kare: 2° mod 561
> sonuc = sonuc * a % n; a, sirayla 271, 272, 274, 278 ... (mod 561) olur
> a=a*a%n; // kare al Bit 0 = 1: sonuc = 1-2 mod 561 = 2 (2" katildi).
> d o= // sonraki bit | Sonra a = 22 mod 561 = 4.
° %
16 peturn sonuc; Adim2/8
11}

DEGiSKENLER

(a = LD <d = 17> Csonuc = 2)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

1 static long usMod(long a, long d, long n) { d = 35 =100011; [ 1 " 0 " 0 ” 0 ] 1] 1
32 16 8 4 2 1

2 long sonuc = 1;
3 o: M

a %= n; sonuc = 8 x a:2 -4 mod 561
4 while (d > @) { ,
» if ((d & 1) —= 1) // bit 1 ise a-= 16 kare: 4 mod 561
> sonuc = sonuc * a % n; a, sirayla 271, 272, 274, 278 ... (mod 561) olur
> a=a*a%n; // kare al Bit 1 = 1: sonuc = 2 - 4 mod 561 = 8 (22 katildi).
. d >>=1; // sonraki bit Sonra a = 42 mod 561 = 16.
o}
16 peturn sonuc; Adim3/8
11}

DEGiSKENLER

(a = 16) <d = 8> Csonuc = 8)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

d = 35 = 100011, [1”0][0 ol 1 1

1 static long usMod(long a, long d, long n) {

2 long sonuc = 1; 32 16 8 4 2 1
Sooaken; sonuc = 8 bit 0: carpma yok
4 while (d > @) {
I > if ((d & 1) == 1) 7 e s ke a =256 kare: 16°> mod 561
6 sonuc = sonuc * a % n; a, sirayla 271,272, 274, 278 ... (mod 561) olur
> a=a*a%n; // kare al Bit 2 = 0: sonuc degismez (8). Yalnizca kare
> d o= // sonraki bit — anir:a = 162 mod 561 = 256.
° 1
10 return sonuc; Adm4/8
11}

DEGiSKENLER

Ca = 256> Cd = LD sonuc = 8




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

d = 35 = 100011, [1”0]0 oll 11 1

1 static long usMod(long a, long d, long n) {

2 long sonuc = 1; 32 16 8 4 2 1
3 %= M
a %= n; sonuc = 8 bit 0: carpma yok
4 while (d > @) { ,
I > if ((d & 1) == 1) 7 e s ke a =460 kare: 256> mod 561
6 sonuc = sonuc * a % n; a, sirayla 271,272, 274, 278 ... (mod 561) olur
> a=a*a%n; // kare al Bit 3 = 0: sonuc degismez (8). Yalnizca kare
S o=l // sonraki bit gl a = 2567 mod 561 = 460.
° 1
16 peturn sonuc; Adim5/8
11}

DEGiSKENLER

Ca = l-l60> Cd = 2> sonuc = 8




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

d = 35 = 100011, [1]0 olloll 111

1 static long usMod(long a, long d, long n) {

2 long sonuc = 1; 32 16 8 4 2 1
3 %= M
a %= n; sonuc = 8 bit 0: carpma yok
4 while (d > @) { ,
I > if ((d & 1) == 1) 7 e s ke a =103 kare: 460°> mod 561
6 sonuc = sonuc * a % n; a, sirayla 271,272, 274, 278 ... (mod 561) olur
> a=a*a%n; // kare al Bit 4 = 0: sonuc degismez (8). Yalnizca kare
S o=l // sonraki bit  alinir: a = 460% mod 561 = 103.
° 1
16 peturn sonuc; Adimo6/8
11}

DEGiSKENLER

Ca = 103> Cd = 1> sonuc = 8




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

1 static long usMod(long a, long d, long n) {

2 long sonuc = 1;

3 a %= n;

4 while (d > @) {

> if ((d & 1) == 1) // bit 1 ise
> sonuc = sonuc * a % n;

> a=a*a%n; // kare al

> d >>= 1; // sonraki bit
° %

10 return sonuc;

11}

d = 35 = 100011, 110 o o 1 1
32 16 8 4 2 1

sonuc = 263 x a: 8- 103 mod 561
a=>51 kare: 1032 mod 561

a, sirayla 271,272, 274, 278 ... (mod 561) olur
Bit 5 = 1: sonuc = 8 - 103 mod 561 = 263 (2*?
katildi). Sonra a = 1032 mod 561 = 511.

Adm7/8

DEGiSKENLER

(a=511)(d =0)(sonuc = 263)




MONTE CARLO ALGORITMALARI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

usMod: 23° mod 561 Adim Adim

1
2
3
4
5
6
7
8
9
>

113}

long sonuc =
a %= n;

while (d > @) {
if ((d & 1) == 1)
sonuc = sonuc * a % n;

a=a*a%n;

d >»»=1;
}

return sonuc;

static long usMod(long a, long d, long n) {

// bit 1 ise

// kare al
// sonraki bit

d = 35 = 100011, 1({oflo|lo| 1] 1
32 16 8 4 2 1

sonuc = 263

a=>5M

a, sirayla 271,272, 274, 278 ... (mod 561) olur

d = 0: déngii bitti. return 263 = 2> mod

561; 34 yerine yalnizca 6 kare + 3 carpma.

Adm 8/ 8

DEGiSKENLER

sonuc = 263 )( donius = 263



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Miller-Rabin Ornekleri

n n-1 a ad, a2d, ... (mod n) sonug

61 22-15 2 11, 60 gecti (asal olabilir)
221 22.55 174 47, 220 gecti (asal olabilir)
221 22.55 137 188, 205 bilesik (a tanik)
561 2435 2 263, 166, 67, 1 bilesik (a tanik)

e 61 asaldir: dizin - 1 = 60'a ulasir.

e 221 =13-17:a = 174 bir gliglii yalanaidir (dizi 220'ye ulasir); a = 137 ise taniktir. Bu ylizden birden
cok tur gerekir.

e 561 =3-11-17 bir Carmichael sayisidir: 2°%° = 1, yani Fermat testi aldanir. Miller—Rabin ise 67° = 1
oldugunu gorir: 67, 1'in £1 disinda bir karekdki — bilesik.



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Karger Min-Kesim Algoritmasi

Baslangic: 6 dugum, 8 kenar. Minimum kesim
2'dir (6r. {3, 4} | geri kalani). Koyu digiim: son
blzmede olusan super dugim.

Adm1/5

Problem: cizgeyi iki parcaya ayiran en az kenarli
kesim (global min-cut).

Algoritma: 2 digim kalana dek duzgun rastgele
bir kenari buz; kalan kenar sayisi bir kesimdir.

Bir calistirma minimum kesimi en az 2/(n(n-1))
olasilikla bulur (n = 6: > 1/15). Bu ¢izgede 200 000
benzetimde gozlenen = 0,46.

Ciktr yanlis (daha buyik kesim) olabilir = Monte
Carlo. Or. ilk kenarlar (1,2), (4,5), (3,4), (0,1) secilirse
{0,1,2} | {3,4,5} kesimi, 3 kenar.

¢ n(n-1)/2 - In n tekrar — basarisizlik < 1/n; toplam

O(n* log n) (basit uygulama).



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Karger Min-Kesim Algoritmasi

Rastgele kenar (0, 2) biiziildii: uclan tek
super digumde birlesti, aradaki kenarlar (6z-
dongdler) silindi, paralel kenarlar (xk)
korunur. Kalan: 7 kenar.

Adim2/5

Problem: cizgeyi iki parcaya ayiran en az kenarli
kesim (global min-cut).

Algoritma: 2 digim kalana dek duzgun rastgele
bir kenari buz; kalan kenar sayisi bir kesimdir.

Bir calistirma minimum kesimi en az 2/(n(n-1))
olasilikla bulur (n = 6: > 1/15). Bu ¢izgede 200 000
benzetimde gozlenen = 0,46.

Ciktr yanlis (daha buyik kesim) olabilir = Monte
Carlo. Or. ilk kenarlar (1,2), (4,5), (3,4), (0,1) secilirse
{0,1,2} | {3,4,5} kesimi, 3 kenar.

e n(n-1)/2 - In n tekrar — basarisizlik < 1/n; toplam

O(n* log n) (basit uygulama).



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Karger Min-Kesim Algoritmasi

Rastgele kenar (1, 5) biizildii: uclan tek
super digumde birlesti, aradaki kenarlar (6z-
dongdler) silindi, paralel kenarlar (xk)
korunur. Kalan: 6 kenar.

Adim3/5

Problem: cizgeyi iki parcaya ayiran en az kenarli
kesim (global min-cut).

Algoritma: 2 digim kalana dek duzgun rastgele
bir kenari buz; kalan kenar sayisi bir kesimdir.

Bir calistirma minimum kesimi en az 2/(n(n-1))
olasilikla bulur (n = 6: > 1/15). Bu ¢izgede 200 000
benzetimde gozlenen = 0,46.

Ciktr yanlis (daha buyik kesim) olabilir = Monte
Carlo. Or. ilk kenarlar (1,2), (4,5), (3,4), (0,1) secilirse
{0,1,2} | {3,4,5} kesimi, 3 kenar.

n(n-1)/2 - In n tekrar — basarisizlik < 1/n; toplam
O(n* log n) (basit uygulama).



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Karger Min-Kesim Algoritmasi

Rastgele kenar (3, 4) biizildii: uclan tek
super digumde birlesti, aradaki kenarlar (6z-
dongdler) silindi, paralel kenarlar (xk)
korunur. Kalan: 5 kenar.

Adim4/5

Problem: cizgeyi iki parcaya ayiran en az kenarli
kesim (global min-cut).

Algoritma: 2 digim kalana dek duzgun rastgele
bir kenari buz; kalan kenar sayisi bir kesimdir.

Bir calistirma minimum kesimi en az 2/(n(n-1))
olasilikla bulur (n = 6: > 1/15). Bu ¢izgede 200 000
benzetimde gozlenen = 0,46.

Ciktr yanlis (daha buyik kesim) olabilir = Monte
Carlo. Or. ilk kenarlar (1,2), (4,5), (3,4), (0,1) secilirse
{0,1,2} | {3,4,5} kesimi, 3 kenar.

n(n-1)/2 - In n tekrar — basarisizlik < 1/n; toplam
O(n* log n) (basit uygulama).



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Karger Min-Kesim Algoritmasi

* Problem: cizgeyi iki parcaya ayiran en az kenarli
kesim (global min-cut).

» Algoritma: 2 diigim kalana dek dizgun rastgele
bir kenari buz; kalan kenar sayisi bir kesimdir.

¢ Bir calistirma minimum kesimi en az 2/(n(n-1))
olasilikla bulur (n = 6: > 1/15). Bu ¢izgede 200 000
benzetimde gozlenen = 0,46.

e Cikti yanhs (daha buyuk kesim) olabilir - Monte
Carlo. Or. ilk kenarlar (1,2), (4,5), (3,4), (0,1) secilirse
R, {0,1,2} | {3,4,5} kesimi, 3 kenar.
.. RaStg..evIF.:. kenar .(O’ 1).buzmdlrl' uclar tek_. e n(n-1)/2 - In n tekrar — basarisizlik < 1/n; toplam
super digumde birlesti, aradaki kenarlar (6z- O(n* log n) (basit uygulama).

dongdler) silindi, paralel kenarlar (xk)
korunur. Kalan: 2 kenar. iki siiper diigiim kaldi
— bulunan kesim = 2 (minimum, basarili
calistirma).

Adim5/5



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Diger Uygulamalar

Cizge boyama Rastgele DFS Eslestirme

Farkli boyama duzenlerini Komsular rastgele sirayla Rastgele artimh algoritmalar
rastgele kararlarla dener; gezerek baglantihhgi ve kenarlar rastgele sirayla
komsu dagimlere ayni renk kapsayan agaclari bulur (6r. ekleyerek maksimum
vermeden iyi boyamalar arar. labirent Gretimi). eslesmeye yaklasir.

Yaklasik sayma Matris islemleri Hesaplamali geometri
Count-Min Sketch, rastgele Rastgele matris yaklasimi Rastgele artimh disbiikey ortu,
hash fonksiyonlariyla biytk dustk rankli yaklagimlar tretir: en yakin nokta cifti, Delaunay
veri akisinda frekanslari boyut indirgeme, veri ucgenleme: beklenen O(n log
denetimli hatayla tahmin eder. sikistirma. n).

Rastgele zamanlama (is atama), benzetimli tavlama ve genetik algoritmalar da rastgeleligi
arama i¢in kullanir.



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Rastgele Arama Sezgiselleri

Benzetimli tavlama (Simulated Genetik algoritma
Annealing) e Rastgele bir ¢c6ziim popiilasyonu ile basla
e Rastgele bir komsu ¢éziim Uret; daha iyiyse (6r. 100 birey).
kabul et. e Uygunluga gore seg, caprazla (rastgele
e Daha kétiyse e /T olasilikla yine kabul et: kesim noktasi), kiicuik olasilikla mutasyon
yerel minimumdan kagis. uygula (0,05).
e Sicaklik T her adimda azalir (6r. To = 100, e Kusaklar boyunca iyi ¢coziimler cogalir.

soguma orani 0,003).

Bu yontemler sezgiseldir: optimuma yakinsama garantisi yoktur ve sonug baslangi¢ ¢c6ziimiine
duyarli olabilir. NP-zor problemlerde iyi ¢oziimleri makul strede bulmak icin kullanihr.



MONTE CARLO ALGORITMALARI

Sozde Rastgele Sayilar

e Bilgisayar gercek rastgelelik yerine sozde rastgele
(pseudo-random) sayi Uretir: deterministik ama
rastgele gorunen bir dizi.

e Dogrusal eslik tireteci (LCG): X1 = (@ X + ©)
mod m. java.util.Random :a = 25214903917, c
=11, m=2%,

¢ Ayni tohum (seed) ayni diziyi verir: new
Random(42) ile calistirmalar tekrarlanabilir (hata
ayiklama, deney).

e Kriptografiigcin SecureRandom ; ¢ok is parcacikli
kodda ThreadLocalRandom .

Rastgele araliklar

zar.nextInt(n) -

alt + zar.nextInt(

1) - alt...ust

6

zar.nextDouble()

zar.nextInt(6) + 1

0..n-1

ust - alt +

= [0, 1)

— zaratisi: 1 ...



OZET
Ozet

Konu Hatirlanacaklar

Rastgele algoritma girdi + rastgele bitler; stre/cikti rastgele degisken; beklenti algoritmanin
secimleri Gzerinden

Las Vegas her zaman dogru, slre rastgele: QuickSort, QuickSelect, BogoSort
Monte Carlo stre sinirl, kiiciik hata olasilg; tekrarla g<'ya iner

Fisher-Yates j = nextInt(i + 1) , ©(n), n! sonug esit olasilikh; saf karistirma yanh
BogoSort p = 1/n!, beklenen O(n - n!), en kotl sinirsiz

Rastgele QuickSort beklenen =~ 1,39 n log, n karsilastirma, her girdi icin O(n log n); en kétii O(n?)
Miller—-Rabin n — 1 = 25d; hata < 4% "bilesik" kesin
Karger rastgele kenar blizme; basari > 2/(n(n-1)); cok kez tekrarla

1t tahmini 4-i¢/n; hata < 1/Vn



OZET

Etkilesimli Simiilatorler

Monte Carlo ©

Birim kareye atilan noktalarla yapilan 1t tahmini n biytdukce yakinsar; hata yaklasik 1/vn
ile kGculdr.



OZET

Sik Yapilan Hatalar

Saf karistirma

Heriicin nextInt(n) ile takas yanhdir (n" yol,
n! permuitasyon). Dogrusu nextInt(i + 1).

Ortalama ile beklenen siireyi karistirmak
Ortalama durum girdi dagihmi varsayar;
beklenen sire her girdi icin algoritmanin yazi-
turalan tzerinden hesaplanir.

Tasma

int ile x * x % n,n > 46 340 icin tasar.
long, Math.multiplyHigh ya da
BigInteger.modPow kullanin.

"Rastgele pivot en kotiiyii yok eder”
Hayir: en kétii durum hala O(n?). Degisen, hicbir
girdinin strekli kot olmamasi ve kot durumun
olasihginin ¢ok kucuk olmasidir.

Monte Carlo yanitini kesin saymak

Miller-Rabin'de "asal" yaniti yalnizca
muhtemelen asaldir; tur sayisi k hata sinirini
belirler.

Her cagrida new Random()

Gereksiz nesne Uretir ve tohumlar iliskili olabilir.
Tek bir Random paylasin; Karger'de kenari
diizgiin secin (6nce digim, sonra komsu
se¢gmek diizglin degildir).



OZET

Ornek Problemler

1. Fisher-Yates [1, 2, 3, 4] dizisine uygulaniyor;i = 3, 2, 1icin cekilen j degerleri 1, 2, 0. Sonug
nedir?

2.5 farkh 6geli bir dizide BogoSort'un ilk karistirmada bitme olasiligi ve beklenen karistirma sayisi nedir?

3. Rastgele QuickSort'ta en kiiclik ve en buyuk 6ge hangi olasilikla karsilastirilir? Sirali halde komsu iki
6ge?

4. Miller-Rabin: n = 25 icin a = 7 ve a = 2 tabanlariyla testi uygulayin.

5. Monte Carlo ile 1000 noktanin 787'si ceyrek dairenin icine distl. t tahmini nedir?

» Cevaplar goster



OZET

Alistirmalar

1. [3, 8, 2, 5, 1, 4, 7, 6] dizisinde bol c¢agriliyorve r = 5 (pivot4) cekiliyor. Parcalama
sonrasi dizi ve donus degeri nedir?

2. Sirali 8 6geli bir dizide ilk 6geyi pivot secen QuickSort kag karsilastirma yapar?
3. Miller-Rabin'de hata olasihigini 10®'nin altina indirmek icin en az kac tur gerekir?

4. Karger'i 6 dugumlu bir cizgede (basari > 1/15) kag kez tekrarlarsaniz basarisizlik olasihgi 1/6'nin altina
iner?

5. Basari olasiligi 1/3 olan ve sonucu dogrulanabilen bir Monte Carlo algoritmasini Las Vegas'a cevirin.
Beklenen tekrar sayisi nedir?

» Cevaplarn goster



OZET
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