Bolum 4.4: Ag Akisi

Algoritmalar
Akis aglar Artik ag ve artis yolu Kesimler Maks-akis min-kesim
Ford-Fulkerson Edmonds-Karp Dinic itme-yeniden etiketleme
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GiRiS

Ogrenme Ciktilan

Modelleme

Bir problemi kaynak, hedef ve kapasiteli

kenarlardan olusan bir akis agi olarak kurmak;

akisin kapasite ve korunum kisitlarini yazmak.

Algoritmalar

Ford-Fulkerson, Edmonds-Karp, Dinic ve
itme—-yeniden etiketleme algoritmalarini bir
ornek ag uzerinde adim adim calistirmak.

Artik ag ve kesim

Artik agi, artis yolunu ve darbogazi
hesaplamak; s—t kesiminin kapasitesini
bulmak ve maks-akis min-kesim teoremini
uygulamak.

Analiz

O(E-|f*]), O(V-E?) ve O(VZE) sinirlarinin nereden
geldigini agiklamak; algoritmalari karsilastirip
uygun olani se¢mek.



AKIS AGLARI

Maksimum Akis (Maximum Flow) Problemi

e Yonlu cizgede bir kaynak (source, s) ve
bir hedef (sink, t) digim bulunur.

e Her kenara bir kapasite (capacity) c(u, v)
> 0 atanir: o kenardan birim zamanda
gecebilecek en fazla miktar.

* Amag: kapasiteleri asmadan kaynaktan
hedefe gonderilebilecek maksimum
akis miktarini bulmak.

Kenar etiketleri kapasitedir. Bu agda
maksimum akis 7'dir.

Sezgi: boru hattinda su, yol aginda trafik, bilgisayar aginda veri paketleri. Her boru (kenar) en
fazla kapasitesi kadar tasir; ara kavsaklarda (diigiimlerde) madde birikmez.



AKIS AGLARI

Akis (Flow) ve Kisitlan

Akis, her kenara bir sayi f(u, v) atayan bir

fonksiyondur:

1. Kapasite kisiti: 0 < f(u, v) < c(u, v).

2. Akis korunumu: s ve t disindaki her v icin
giren akis = ¢ikan akis.

Akisin degeri: [f| = 2 (s, v) - 2 f(v, s)

(kaynaktan cikan net akis = hedefe giren net  Etiket: akis/kapasite. C'ye 3 + 2 = 5 girer, 5

akis). cikar. |fl=4+3=7.

Bir kenarda f = c ise kenar doymustur (saturated): lGzerinden daha fazla akis génderilemez.



AKIS AGLARI

Birden Cok Kaynak ve Hedef

e Birden ¢ok kaynak (s1 ... s,) ve hedef (t; ... t,,) varsa yeni bir sliper kaynak S ve siiper
hedef T eklenir.
e S - s;ve t; = T kenarlarina sinirsiz (o) kapasite verilir; problem tek kaynakh, tek hedefli

maksimum akisa donusur.



ARTIK AG VE ARTIS YOLU

Artik Ag (Residual Network)

e Artik ag Gy, mevcut akis f altinda hala gonderilebilecek akisi gosterir.

o ileri kenar: c{u, v) = c(u, v) - f(u, v) — kapasiteden akis cikarilir; akis kapasiteden azsa
kalan kapasite pozitiftir.

o Ters kenar: cg(v, u) = f(u, v) — gonderilmis akis geri alinabilir (iptal edilebilir).

* Yalnizca ¢ > 0 olan kenarlar Gf'ye girer; artis yollari bu agda aranir.

Akis agi: f/c=3/5 Artik ag: 5 — 3 = 2 ileri, 3 geri
3
O, © o= ©
3/5 5

Dz ok: ileri (kalan) kapasite - kesikli ok: ters kenar. Ters kenarlar olmadan algoritma ilk
yanlis secimini diizeltemez.



ARTIK AG VE ARTIS YOLU

Artis Yolu (Augmenting Path)

e Artik agda kaynaktan hedefe giden yonli
bir yoldur; kaynaktan hedefe ek akis saglar.

* Yoldaki her kenarin artik kapasitesi
pozitiftir: kenarlar kapasitelerinden daha az
akis tasir (ya da ters kenardir).

* Darbogaz (bottleneck): cs(p) = min c¢(u, v),
(u, v) € p. Yol boyunca bu kadar akis eklenir.

e Genellikle DFS veya BFS ile bulunur; artis p=S—-A-B-T.min4 4, 2) =2
yolu kalmayinca akis maksimumdur.



KESIMLER

Kesimler (Cuts)

* s—t kesimi (S, T): digimleriseSveteT
olacak bicimde ikiye bélen ayrimdir; kesilen
kenarlar ¢izgenin baglantisini keser.

* Kesim kapasitesi: ¢(S, T) =X c(u,v),ueS,v
€ T — yalnizca S'den T'ye giden kenarlar
sayilir.

e Her akis igin kesimden gegen net akis |f|'ye
esittir; bu ylizden |f| < c(S, T).

* Minimum kesim (min-cut): kapasitesi
minimum kesim (kenar sayst degil, kapasite
toplamu).

S={S, A:c(S,T)=4+ 3 =7 (minimum).



KESIMLER

Maksimum Akis — Minimum Kesim Teoremi

Bir f akisi icin asagidakiler denktir (Ford ve
Fulkerson, 1956):

1. f bir maksimum akistir.
2. Artik ag G¢'de hicbir artis yolu yoktur.
3. Bir (S, T) kesimi icin |f| = c(S, T).

Sonug: maksimum akis degeri = minimum kesim
kapasitesi. Min kesim, son artik agda s'ten
ulasilabilen diigiimler S alinarak bulunur.

S tarafi (6rnek ag)
{S}

{5 A

{S, A, B}

{S, A, B, C, D}

e

{S, B, D}

c(S, T)

10
18

16 kesimin en kiictigu 7'dir; bulunan akisin degeri de 7 oldugu i¢in bu akis maksimumdaur.



KESIMLER

Ag Akis Algoritmalan (Network Flow)

Amag: kisitlar altinda kaynaktan hedefe mimkdin olan en fazla akisi saglamak.

Algoritma Yaklasim Siire Not

Ford-Fulkerson (1956) = herhangi bir artis yolu O(E - [f*) = basit; stire akis degerine bagli
(cogunlukla DFS)

Edmonds-Karp (1972)  en kisa artis yolu (BFS) O(V - E?) | Ford-Fulkerson'in polinom

zamanli hali

Dinic (1970) seviye cizgesi + engelleyici = O(V?>-E) = Edmonds-Karp'tan hizli; birim
akis kapasitede ¢ok verimli

itme—yeniden on akis + yukseklikler, O(V?-E)  yol aramaz; FIFO strimi O(V?)

etiketleme (1988) yerel islemler

[t*|: maksimum akisin degeri. Ford-Fulkerson'in stiresi tam sayi kapasiteler icin gecerlidir.



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Yontemi

L. R. Ford Jr. ve D. R. Fulkerson tarafindan gelistirilmistir (1956).

o Agirlikh (kapasiteli) yonli ¢izgede iki digim arasindaki maksimum akisi bulur:
kaynaktan hedefe, belirli kapasiteli borularla gonderilebilecek en fazla suyu modelleyen
bir cizge problemi.

o ilkeler: ag yonli bir cizgedir; her kenarin bir kapasitesi vardir; baslangicta tim akislar
0'dir; artis yolu bulma adimi tekrarlanarak maksimum akisa ulasilir.

e Artis yolunun nasu bulunacagini belirtmedigi icin bir yontemdir: Ford-Fulkerson
genellikle DFS, Edmonds-Karp ise BFS kullanir.



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson: Algoritma Adimlari

0. Tum kenarlarda f(u, v) = O; artik ag = 6zgln ag.

Baslangicta akis sifirdir, her kenarin artik kapasitesi kendi kapasitesidir.

Adim1/5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson: Algoritma Adimlari

0. Tum kenarlarda f(u, v) = 0; artik ag = 6zglin ag.

Baslangicta akis sifirdir, her kenarin artik kapasitesi kendi kapasitesidir.

1. Artik agda kaynaktan hedefe bir artis yolu p bul (¢ > 0 olan kenarlar).
Yol DFS ile (Ford-Fulkerson) ya da BFS ile (Edmonds-Karp) aranir.

Adm?2/5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson: Algoritma Adimlari

0. Tum kenarlarda f(u, v) = 0; artik ag = 6zglin ag.

Baslangicta akis sifirdir, her kenarin artik kapasitesi kendi kapasitesidir.

1. Artik agda kaynaktan hedefe bir artis yolu p bul (¢ > 0 olan kenarlar).
Yol DFS ile (Ford-Fulkerson) ya da BFS ile (Edmonds-Karp) aranir.

2. Darbogazi hesapla: & = min cg(u, v), (u, v) € p.
Yol boyunca génderilebilecek en fazla akis, yolun en dar kenaridir.

Adim 3 /5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson: Algoritma Adimlari

0. Tum kenarlarda f(u, v) = 0; artik ag = 6zglin ag.

Baslangicta akis sifirdir, her kenarin artik kapasitesi kendi kapasitesidir.

1. Artik agda kaynaktan hedefe bir artis yolu p bul (¢ > 0 olan kenarlar).
Yol DFS ile (Ford-Fulkerson) ya da BFS ile (Edmonds-Karp) aranir.

2. Darbogazi hesapla: & = min c(u, v), (u, v) € p.

Yol boyunca génderilebilecek en fazla akis, yolun en dar kenaridir.

3. Yol boyunca & kadar akis gonder: f(u, v) += &, ters kenar icin f(v, u) -= §; [f| += &.

Ters kenarlar gtincellenir; yoldaki en az bir kenar doyar.

Adim4/5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson: Algoritma Adimlari

0. Tum kenarlarda f(u, v) = 0; artik ag = 6zglin ag.

Baslangicta akis sifirdir, her kenarin artik kapasitesi kendi kapasitesidir.

1. Artik agda kaynaktan hedefe bir artis yolu p bul (¢ > 0 olan kenarlar).
Yol DFS ile (Ford-Fulkerson) ya da BFS ile (Edmonds-Karp) aranir.

2. Darbogazi hesapla: & = min c(u, v), (u, v) € p.

Yol boyunca génderilebilecek en fazla akis, yolun en dar kenaridir.

3. Yol boyunca & kadar akis gonder: f(u, v) += §, ters kenar icin f(v, u) -= §; [f| += &.

Ters kenarlar gtincellenir; yoldaki en az bir kenar doyar.

4. Artis yolu kalmayana kadar 1-3'0 tekrarla; |f| maksimumdur.

Dongl, hedefe ulasilamadiginda (artis yolu kalmadiginda) biter; maks-akis min-kesim
teoremi sonucun en iyi oldugunu garanti eder.

Adim5/5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 1

Artik ag Gy Akis f (f/c)

W— O

4 2 0/4
3 ’ 6 0 0/3
( ) 6 Q < > 0/6 Q

Baslangic: tim akiglar O, artik ag 6zglin agin aynisi.

Ifl =0

Adim 1/5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 1

Artik ag: yol p Akis: +2

(A———(®) (——

4 2 2/4
3 ’ 6 0 0/3
< ) 6 Q ( > 0/6 Q

Ik artis yolu p = {S, A, B, T}: darbogaz 2 birim. |f| = 2.

If] = 2

Adim 2 /5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 1

Artik ag: yol p Akis: +3

Ifl =5
Ikinci artis yolu p = {S, C, D, T}: darbogaz 3 birim. |f| = 5.

Adim 3 /5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 1

Artik ag: yol p Akis: +2

C 4/4

4/4
3/3
5/6

O—"—0©

Ifl =7
Uctinci artis yolu p = {S, A, B, C, D, T}: darbogaz 2 birim. |f] = 7.

Adim4 /5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 1

Son artik ag Maksimum akig

If| = 7
S'den cikan iki kenar da doydu: artik agda S'den hicbir yere gidilemez. Maksimum akis 7;
min kesim ({S}, digerleri) = 4 + 3.

Adm5/5



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 2: Ters Kenar Kullanimi

Artik ag G Akis f (f/c)

0/4

10

10

Kaynak S, hedef T. Baslangicta tim akislar O.

Adim 1/7



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 2: Ters Kenar Kullanimi

Artik ag: yol p (+8)

10

10

Akis f

8/10

0/10

0/2

v
(3 >—> 4
0/9

0/4

8/8 0/6

p=S-1-4-Tdarbodaz 1 - 4 (8).[f| = 8.

Adm2/7

0/10

8/10

Ifl =8



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 2: Ters Kenar Kullanimi

Artik ag: yol p (+2) Akis f
4 0/4
5 . A
10
8/10
0/2 8/8 0/6
8 2/10

p=S-3-4-T4- Tdeyalnizca 2 kaldu. [f| = 10.

Adim 3 /7



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 2: Ters Kenar Kullanimi

Artik ag: yol p (+4) Akis f

4/4

10

p=S—-3-4-1-2-T.4 - 1ters kenan kullanilir; 1 — 4 akisi 8'den 4'e diser, 1'den
ctkan 4 birim 1 — 2'ye yonlenir. [f| = 14.

Adm4 /7



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 2: Ters Kenar Kullanimi

Artik ag: yol p (+2) Akis f

4/4

10/10
0/2 6/8 2/6
6/10

p=S—-1-4-2->T.S - 1de 2 birim kalmisti. |f| = 16.

Adim5/7



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 2: Ters Kenar Kullanimi

i 9/10

0/2 6/8 5/6

9/10
\ ! 10/10

If] = 19

Artik ag: yol p (+3) Akis f

p=S—-3-4-2-T.darbogaz3 — 4 (9 - 6 = 3 kald). [f| = 19.

Adim6/7



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson Ornegi 2: Ters Kenar Kullanimi

Son artik ag Maksimum akig
4/4
1 /
10/10
0/2 6/8 5/6
9/10
L4

Artik agda S'den yalnizca 3'e ulasilir — min kesim ({S, 3}, digerleri) = 10 + 9 = 19 = |f¥|.

Adm7/7



FORD-FULKERSON

Ters Kenarlar Neden Gerekli?

Yalnizca ileri kenarlarla (aggozlii) Artik ag (ters kenarli)
1.S-1-4-T:8 ilk secim 1 — 4'e 8 birim génderdi. 4 — 1 ters
295354 5T2 kenar bu kararin bir kismini geri almay
35S 51525T2 saglar: 1'den gelen akis 2'ye, 3'ten gelen akis
4'e yonlenir.

4.S-3-4-2-T.6

Sonug¢ 19 = min kesim. Yol hangi sirayla
Toplam 18. S'den yalnizca 3 ve 4'e

gidilebiliyor: 4'tin cikislan dolu. Takildi! secilirse secilsin artik ag maksimuma ulasir.

Ters kenar, gercekte "geriye akis gdndermek” degil, daha dnce génderilmis akisi iptal etmek
demektir: f(u, v) —= &.



FORD-FULKERSON
Ford-Fulkerson: Sozde Kod

FORD_FULKERSON(G, kaynak, hedef):
akis[u, v] = 0, her bir (u, v) icin E iginde // baslangigta 0
maksimumAkis = 0
dongii artirici yol var iken:

yol = DFS(G, kaynak, hedef, akis) // ¢ - akis > 0 kenarlarla
delta = o // yoldaki en kii¢iik kalan kapasite
v = hedef

dongii v # kaynak iken:
u = yol.ata[v]
delta = min(delta, kapasite[u, v] - akas[u, v])
vV=u
v = hedef // yoldaki akislari giincelle
dongii v # kaynak iken:
u = yol.ata[v]
akis[u, v] += delta
akis[v, ul] -= delta // ters kenar
vV=u
maksimumAkis += delta
dondiir maksimumAKkis, akais



FORD-FULKERSON

Java: DFS ile Artis Yolu

boolean dfs(int u, int hedef,
boolean[] ziyaret, int[] ata) {
ziyaret[u] = true;
if (u == hedef) return true;
for (int v = 0; v < V; v+) {
if (!ziyaret[v] & artik[ul[v] > 0) {

atalv] = u;

if (dfs(v, hedef, ziyaret, ata))
return true;

}
}

return false;

// bu daldan hedefe yol yok

artik[ul[v] : artik kapasite
matrisi. Baslangicta kapasiteler; ters
kenarlar 0.
Hedefe ulasilinca true doner;
ata[] yolu tersten verir.

Akis eklenirken artik[u]l[v] -=
d ve artik[v][ul +=d vyapilr:
ters kenar kendiliginden olusur.

Komsu matrisinde bir DFS O(V?),
komsu listesinde O(V + E) surer.



FORD-FULKERSON

Ford-Fulkerson: Karmasiklik Analizi

Calisma suresi agin yapisina ve kapasitelere bagldir.
Bir artis yolu bulmak (DFS/BFS) ve akisi glincellemek: O(E).

Kapasiteler tam say! ise her artis yolu akisi en az 1 birim artirir — en fazla |f*| tekrar.

Toplam: O(E - |f*]); E kenar sayisi, |[f*| maksimum akis degeri.

Tam sayililik (integrality) Uyari

TUm kapasiteler tam sayi ise akis hep tam sayi O(E - |f*]) polinom degildir: |f*| sayinin

kalir ve tam sayi degerli bir maksimum akis biyukligine baghdir. irrasyonel kapasitelerde
bulunur. Eslestirme problemlerinde bu 6zellik yontem sonlanmayabilir bile.

kullantlr,



FORD-FULKERSON

Kotii Yol Secimi: 2000 Artis

1000

1000

Maksimum akis 2000 (s - a - tves - b —
t).

K6tU bir yol se¢imi her seferinde ortadaki
kenari kullanir: s - a — b — t, sonra ters
kenarlas - b - a — t ... Her yol yalnizca 1
birim ekler — 2000 artis.

Edmonds-Karp (BFS) en kisa yollari secer: 2
artis yeter.
Kapasite 10° olsaydi DFS'li stirim

milyarlarca adim atabilirdi; BFS bu
bagimlihgi kaldirir.



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Algoritmasi

e Agirhkli yonlu cizgede iki dugum arasindaki maksimum akisi bulur; Ford-Fulkerson
yonteminin bir tiirevidir.

* Jack Edmonds ve Richard Karp tarafindan gelistirilmistir (1972; Dinic 1970'te bagimsiz
olarak).

e Artis yollarini BFS (genislik 6ncelikli arama) ile bulur: her seferinde kenar sayisi en az
olan artis yolu secilir.

* Edmonds-Karp BFS'yi artis yolu bulmak i¢in kullanir; Dinic ise BFS'yi daha fazla akis
mumkin mu diye bakmak ve seviye gizgesi kurmak icin kullanir.

Adimlar: (1) BFS ile kaynaktan hedefe en kisa artis yolunu bul. (2) Yol boyunca darbogaz kadar
akis gonder, ters kenarlari gtincelle. (3) BFS hedefe ulasamayana kadar tekrarla.



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp: Karmasiklik O(V - E?)

e Her tur bir BFS ve bir yol gtincellemesidir: O(E).
* BFS en kisa yolu sectigi icin s'ten her digime olan artik ag uzakhgi hi¢ azalmaz.

e Her artista en az bir kenar kritik olur (doyar). Ayni kenarin yeniden kritik olabilmesi icin
uzakhgi en az 2 artmalidir; uzaklik < V oldugundan her kenar en fazla ~V/2 kez kritik
olur.

 Artis sayisi O(V - E) — toplam O(V - E) - O(E) = O(V - E?); E kenar, V dugim sayisI.

Sure artik [f*|'ye bagli degildir: kapasiteler ne kadar biyik olursa olsun algoritma polinom
zamanda biter.



EDMONDS-KARP

Java: BFS ile Artis Yolu

boolean bfs(int kaynak, int hedef, int[] ata) {
boolean[] ziyaret = new boolean[V];
Queue<Integer> kuyruk = new LinkedList<();
kuyruk.add(kaynak);
ziyaret[kaynak] = true;
ata[kaynak] = -1;
while (!kuyruk.isEmpty()) {
int u = Kuyruk.poll(Q);
for (int v = 0; v < V; v+)
if (lziyaret[v] && artik[ul[v] > 0) {
kuyruk.add(v);
atalv] = u;
ziyaret[v] = true;
}
}

return ziyaret[hedef];

e Kuyruk kaynaktan baslar; artik
kapasitesi pozitif ve ziyaret
edilmemis her komsu kuyruga
eklenir.

e ata[v] = u ile BFS agaci saklanir;
hedef ziyaret edildiyse bulunan yol
en az kenarh yoldur.

e Ford-Fulkerson'dan tek farki bu
fonksiyondur; ana déngu aynidir.



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1 int edmondsKarp(int s, int t) {

»  int maksAkis = 0;

» int[] ata = new int[V]; 16

4 while (bfs(s, t, ata)) { 10

5 int akis = Integer.MAX_VALUE; 13

6 for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])

7 akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);

8 for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {

9 int u = ata[v]; Baslangig: artik ag = kapasiteler, maksAkis =
1o artik[u][v] -= akis; // ileri 0 .

11 artik[v][u] += akis; // ters

12 } Adim 1/ 14
13 maksAkis += akis;

14} DEGiSKENLER

15 return maksAkis;

maksAkis = 0 yol = - akis = -
16 3}



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
| >
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16 }

int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

bfs enkisayolubuldu:s - 1-3-1t(3
kenar).

Adim 2/ 14

DEGiISKENLER

maksAkis =0 )( yol = s13t ) ( akis = -



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
| 2
»
8
9

10
11
12
13
14
15

16 }

int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v != s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][v]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

Hedeften geriye: akis = min(16, 12, 20) = 12.
Adim 3/ 14

DEGIiSKENLER

maksAkis =0 )( yol = sl13t



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
6
7
| 2
>
>
>

int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][v]);
for (int v = t; v != s; v = ata[v]) {
int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

Yoldaki ileri kenarlardan 12 cikar, ters
kenarlara 12 eklenir (kesikli oklar).

Adim4 /14

DEGIiSKENLER

maksAkis =0 )( yol = sl13t

akis =12



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1 int edmondsKarp(int s, int t) {

O 00 N o0 U1 b W N

—
(IR B R R
o 5 ¥ O R o

16 }

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {
int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

=0+12=12.

maksAkis
Adim5/14

DEGIiSKENLER

(maksAkis = 12) yol = s13t

akis =12



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
| >
5
6
7
8
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16 }

int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {
int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

bfs enkisayolubuldu:s -2 -4 -1t(3
kenar).

Adim 6/ 14

DEGIiSKENLER

maksAkis =12 )( yol = s24t



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
| 2
»
8
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14
15
16 }

int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v != s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][v]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];

artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

Hedeften geriye: akis = min(13, 14, 4) = 4.
Adim 7/ 14

DEGIiSKENLER

maksAkis = 12

yol = s2ut



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
6
7
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>
>
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int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][v]);
for (int v = t; v != s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];

artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;
}

return maksAkis;

Yoldaki ileri kenarlardan 4 cikar, ters kenarlara
4 eklenir (kesikli oklar).

Adim 8/ 14

DEGIiSKENLER

maksAkis =12 )( yol = s2ut

akis = 4



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1 int edmondsKarp(int s, int t) {

O 00 N o0 U1 b W N

—
(IR B R R
o 5 ¥ O R o

16 }

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

maksAkis =12 +4 =16.
Adim 9/ 14

DEGIiSKENLER

(maksAkis = 15) yol = s2ut

akis = 4



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
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16 }

int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {
int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

bfs enkisayolubuldu:s =2 -4 -3 -1t
(4 kenar).

Adim 10/ 14
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EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle
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int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v != s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][v]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {
int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

Hedeften geriye: akis = min(9, 10, 7, 8) = 7.
Adim 11/ 14

DEGIiSKENLER

maksAkis = 16

yol = s2uU3t



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle
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int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][v]);
for (int v = t; v != s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];

artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;
}

return maksAkis;

Yoldaki ileri kenarlardan 7 cikar, ters kenarlara
7 eklenir (kesikli oklar).

Adim 12/ 14

DEGIiSKENLER

maksAkis = 16 )( yol = s243t

akis =7



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1 int edmondsKarp(int s, int t) {

O 00 N o0 U1 b W N

—
(IR B R R
o 5 ¥ O R o

16 }

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];
artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

maksAkis =16+ 7 = 23.
Adim 13 /14

DEGIiSKENLER

(maksAkis = 23) yol = s2u3t

akis =7



EDMONDS-KARP - KODU ADIM ADIM CALISTIR

edmondsKarp(s, t): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
| >
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

| >
16 }

int edmondsKarp(int s, int t) {

int maksAkis = 0;
int[] ata = new int[V];
while (bfs(s, t, ata)) {
int akis = Integer.MAX_VALUE;

for (int v = t; v !I= s; v = ata[v])
akis = Math.min(akis, artik[ata[v]][Vv]);
for (int v = t; v I=s; v = ata[v]) {

int u = ata[v];

artik[u][v] -= akis; // ileri
artik[v][u] += akis; // ters
}
maksAkis += akis;

}

return maksAkis;

BFS t'ye ulasamadi (s'ten yalnizca s, 1, 2, 4

ulasilabilir). return 23 .

Adim 14/ 14

DEGiISKENLER

maksAkis = 23 )( yol = yok ) ( akis =7



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi

Artik ag Akis f

O,

0/12
/ (3
Tk A
0/20

16 0/16
0/10 |0/4 073 o7
13 0/13
\v WE
N e
2 > 4
(/ 0/14 =0

Ag verilsin. Ust sinir: |f*| < 24 (s'den ¢ikan kapasite 16 + 13 = 29, t'ye giren 20 + 4 = 24;
kucugu).

Adim1/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi

Artik ag: p, Akis f

O,

: 12/12 :@\

/ A A 12/20

12/16

(( 0/10 |0/4 073 o7
‘Q‘

N g
@ oa 2

Adim 1: c(1, 3) ylziinden cgp1) = 12 olan pq = (s, 1, 3, t) artis yolu segilir. |f| = 12.

0/4

If] = 12

Adm2/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi

Artik ag: p, Akis f

4/4

S o
@ a2

Adim 2: c(4, t) yliziinden cg(pp) = 4 olan p, = (s, 2, 4, t) artis yolu segilir. |f| = 16.

If] = 16

Adm3/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi

Artik ag: pg Akis f

\ @ 212 @\
12 1 | \19/20
12/16

@ G< 0/10 |0/4 03 74
11/13

v

PN g
Q/ 11/14 4

Adim 3: c(4, 3) ylziinden cg(p3) = 7 olan p3 = (s, 2, 4, 3, t) artis yolu secilir. |f| =

4/4

Ifl =

Adm4/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi

Son artik ag Son akis ve min kesim

4/4

\ ~~ N
(2/ 11/14 -

Son durum: artik agda s'ten yalnizca 1, 2, 4'e ulasilir. Kesim ({s, 1, 2, 4}, {3, t}) (kirmizi: T
tarafl): 12 + 7 + 4 = 23 = |f*| (t'ye giren akis: 19 + 4).

If] = 23

Adim5/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 2

Artik ag Akis f

6 :® @ 0/3

A4 y

1 :@ C/ 0/1

Kaynak A, hedef G. Baslangigta tiim akislar 0.

Adim1/6

o\ 0/6
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N\ a—y>



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 2

Artik ag: yol (+1)

6 :® @ 1/3 ‘@ 0/6

A4 y

Ve -
1 '\C_D C/ 0/1 \EJ 1/1
p={A D E G} E - G (1) darbogaz. Akis = 1.

Adm?2/6



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 2

Artik ag: yol (+2) Akis f
3/3 (=) 2/6
@ \DJ -(®)
1/2 2/9

C/ 0/1 E A :\C_D

If| =3
p={A D F G: A - D'de?2kaldi. Akis =1+ 2 =3.

Adim3/6



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 2

Artik ag: yol (+1) Akis f

@ 3/3 ‘@ 3/6 :®

3/9

y

C/ 0/1 O 1/1 :@

f] = 4
p={A B, C D F G} A - Ddoydu, BFS 5 kenarli yolu bulur; C — D (1) darbogaz. Akis = 4.

Adim4/6



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 2

Artik ag: yol (+1) Akis f

@ 3/3 ‘@ 4/6 :®

4/9

C/ 0/1 T :\C_D

Ifl =5
p={A B CED,FG}E— D ters kenarit D — E akisini 1'den 0'a indirir. Akis = 5.

Adim5/6



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 2

Son artik ag Maksimum akig

@ 3/3 ‘@ 4/6 :®

y A4

C/ 0/1 E A :\C_D

If| =5
BFS G'ye ulasamaz; A'dan A, B, C, E ulasilabilir. Kesim kapasitesiA—=D 3 + C=D 1 + E-G 1
=5 =|f*

Adm©6/6



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 3: Artik Ag Uzerinde
Ag (kapasiteler) Artik ag

4 4
1 > 2 > 2
o CL CL
2 1 1
3 3

s'ten t'ye; baslangicta artik ag = kapasiteler. En kisa yollarin hepsi 3 kenarli: s—=4-t,
s—1-2-t, s-1-3-t.

Adm1/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 3: Artik Ag Uzerinde

Once: yol Sonra: +2
4
1 > 2
4 & CL /~v\\
2 1
3

s - 4 — tyolu: darbogaz s — 4 (2). 2 birim itilir; s — 4 kalani 0, 4 — s ters kenar 2.

Adm?2/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 3: Artik Ag Uzerinde

Once: yol Sonra: +3

s - 1—-2 - tyolu:darbogaz 2 — t (3). 3 birim itilir.

Adm3/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 3: Artik Ag Uzerinde

Once: yol Sonra: +1

s—1-3-tyolu:s — 1'de 1 kalmisti. 1 birim itilir.

Adim4/5



EDMONDS-KARP

Edmonds-Karp Ornegi 3: Artik Ag Uzerinde

Son akis (f/c) Son artik ag

3/4
4"
4/4 1/2 0/1 3/3 o

2/2

If] = 6
s'ten cikan kenarlar doydu — yol yok. [f*| =2 + 3 + 1 = 6: 3 birim s—»1-2-t, 1 birim
s—1-3-t, 2 birim s—4-t.

Adm5/5



DINIC

Dinic Algoritmasi

e Bir cizgede maksimum akisi bulur (Y. Dinitz, 1970); kapasiteli (agirlikh) cizge Gzerinde
calisir.

» Seviye cizgesi (level graph): artik agda BFS ile her digimiun seviyesi (kaynaga uzakligi)
bulunur; yalnizca seviye(v) = seviye(u) + 1 olan kenarlar tutulur.

* Engelleyici akis (blocking flow): seviye ¢izgesinde her s—t yolunda en az bir doymus
kenar birakan akis; DFS ile bulunur.

* Akis ters kenarlarla glincellenir; hedef seviye cizgesinde ulasilamaz olana kadar fazlar
tekrarlanir.

Edmonds-Karp her BFS'den sonra tek yol kullanir; Dinic ayni seviye ¢izgesindeki tiim en kisa
yollari tek fazda doyurur.



DINIC

Dinic: Algoritma Adimlan

1. Baslangicta tim kenarlarin akisina O ata.

Artik ag 6zgin agla aynidir.

Adim1/5



DINIC

Dinic: Algoritma Adimlan

1. Baslangicta tim kenarlarin akisina 0 ata.

Artik ag 6zglin agla aynidir.

2. Kaynaktan BFS ile her dugimin seviyesini (kaynaga uzaklik) belirle. Hedefin seviyesi yoksa dur.

BFS, artik kapasitesi pozitif kenarlar kullanir; hedefe ulasilamiyorsa akis maksimumdur.

Adim2/5



DINIC

Dinic: Algoritma Adimlan

1. Baslangicta tim kenarlarin akisina 0 ata.

Artik ag 6zglin agla aynidir.

2. Kaynaktan BFS ile her digimuin seviyesini (kaynaga uzaklik) belirle. Hedefin seviyesi yoksa dur.

BFS, artik kapasitesi pozitif kenarlari kullanir; hedefe ulasilamiyorsa akis maksimumdaur.

3. DFS ile her adimda bir seviye ileri giden artis yollari bul.
Yalnizca seviye(v) = seviye(u) + 1 olan kenarlar izlenir; ¢ikmaz kenarlar bir daha denenmez.

Adm3/5



DINIC

Dinic: Algoritma Adimlan

1. Baslangicta tim kenarlarin akisina 0 ata.

Artik ag 6zgln agla aynidir.

2. Kaynaktan BFS ile her digimuin seviyesini (kaynaga uzaklik) belirle. Hedefin seviyesi yoksa dur.

BFS, artik kapasitesi pozitif kenarlari kullanir; hedefe ulasilamiyorsa akis maksimumdur.

3. DFS ile her adimda bir seviye ileri giden artis yollari bul.

Yalnizca seviye(v) = seviye(u) + 1 olan kenarlar izlenir; cikmaz kenarlar bir daha denenmez.

4. Her yoldaki minimum kapasiteyi toplam akisa ekle; kenarlarin ve ters kenarlarin kapasitesini
glncelle.

Yol kalmayinca bu fazin engelleyici akisi bulunmustur.

Adim4/5



DINIC

Dinic: Algoritma Adimlan

1. Baslangicta tiim kenarlarin akisina O ata.

Artik ag 6zgun agla aynidir.

2. Kaynaktan BFS ile her dugimin seviyesini (kaynaga uzaklik) belirle. Hedefin seviyesi yoksa dur.

BFS, artik kapasitesi pozitif kenarlari kullanir; hedefe ulasilamiyorsa akis maksimumdur.

3. DFS ile her adimda bir seviye ileri giden artis yollari bul.

Yalnizca seviye(v) = seviye(u) + 1 olan kenarlar izlenir; ¢gikmaz kenarlar bir daha denenmez.

4. Her yoldaki minimum kapasiteyi toplam akisa ekle; kenarlarin ve ters kenarlarin kapasitesini
guncelle.

Yol kalmayinca bu fazin engelleyici akisi bulunmustur.

5. 2. adima don ve islemleri tekrarla.

Her fazda s—t uzakhgi en az 1 artar; bu ylzden en fazla V - 1 faz vardir.

Adim5/5



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

0/4
(1) o€

0/10

0/2 0/8 0/6

0/10

2 >~ 4
T
If| =0

Ag (akis/kapasite). Baslangicta tum akislar O; artik ag = kapasiteler.

Adim1/8



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

10

10

Faz 1 - BFS: seviyelers =0; 1,2 = 1; 3,4 = 2; t = 3. Soluk kenarlar (1 = 2, 4 — 3) seviye
atlamaz, kullaniimaz.

Adm2/38



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

4/4
e

4/10
10/10
0/2 6/8 0/6
4/10
v C/1 0/10
2 > 4
@O
If]| = 14
Faz 1 - engelleyici akis (DFS): {s, 1, 3, t} 4 birim, {s, 1, 4, t} 6 birim, {s, 2, 4, t} 4 birim — [f| =

14.

Adm3/8



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

If]| = 14
Faz 1 sonrasi artik ag (akis ¢izgesi Gy): doymus kenarlar yalnizca ters yonde (kesikli) kalir.

Adm4/8



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

10

Faz2 -BFS:s=0;2=1;4 =2; 1,3 = 3; t = 4. s—t uzakhgi 3'ten 4'e c¢ikti. 4 - 1 kenari ¢cikmaz
sokaktir.

Adim5/8



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

O—
If| = 19

Faz 2 - engelleyici akis: {s, 2, 4, 3, t} 5 birim (darbogaz 2 — 4) - |f| = 14 + 5 = 19.

Adm6/8



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

10 9

Faz 3 - BFS: yalnizca s (0) ve 2 (1) ulasilabilir; t'ye yol yok — algoritma biter. Min kesim ({s, 2},
digerleri) = 10 + 9 = 19.

Adim7/8



DINIC

Dinic Ornegi: Fazlar

9/9
If| = 19

Sonug: maksimum akis 19; yalnizca 2 faz (2 + 1 BFS) yetti. Ayni agda Ford-Fulkerson 5 artis
yolu kullanmisti.

Adim8/8



DINIC

Dinic: Sozde Kod

DINIC(G, Kkaynak, hedef):
akis = [ ] // her kenar icin 0
maksimumAkis = 0

dongii BFS(G, kaynak, hedef, akis) iken:

// seviye c¢izgesi kuruldu
dongii engelleyici akis var iken:
delta = DFS(G, kaynak, hedef,
akis, seviye, =)
maksimumAkis += delta
dondiir maksimumAKais

BFS(G, kaynak, hedef, akis):
seviye[v] = -1, her v icin
seviye[kaynak] = 0
kuyruk.ekle(kaynak)
dongii kuyruk bos degil iken:

u = kuyruk.cikar()
her bir (u, v) ig¢in G[u] iginde:
eger seviye[v] < 0 ve

kapasite[u,v] - akis[u,v] > 0O:

seviye[v] = seviye[u] + 1
kuyruk.ekle(v)
dondiir seviyel[hedef] = 0

DFS(G, u, hedef, akis, seviye, lim):
eger u == hedef: dondiir lim
her bir (u, v) icin G[u] icinde:
kalan = kapasitel[u,v] - akas[u,v]
eger seviye[v] == seviyel[u] + 1
ve kalan > 0:
delta = DFS(G, v, hedef, akais,
seviye, min(lim, kalan))
eger delta > 0:
akis[u, v] += delta
akis[v, u] -= delta // ters
dondiir delta
dondiir 0



DINIC

Java: Seviyeli DFS ve Kaldig: Yer Dizisi

int dfs(int u, int t, int akis, int[] basla) {
if (u == t) return akis;
for (; baslalul] < komsul[u].size(); baslalu]l+) {
Kenar k = komsulu].get(baslalul);
if (seviye[k.hedef] == seviye[u] + 1 & k.akis < k.kapasite) {
int d = dfs(k.hedef, t, Math.min(akis, k.kapasite - k.akis), basla);

if (d > 0) {
k.akis += d; // ileri kenar
komsu[k.hedef] .get(k.tersIndis).akis -= d; // ters Kkenar
return d;
}
}
}
return 0; // u'dan t'ye seviyeli yol kalmadi

}

e Kenarlar komsu listesinde tutulur; her kenar ters kenarinin indisini ( tersIndis ) bilir.

e basla[u] :u'da denenecek siradaki kenar (current arc). Cikmaz kenar bir daha denenmez; bir
fazdaki tim DFS'ler toplam O(V - E).

e Her fazin basinda basla sifirlanir, seviyeler BFS ile yeniden hesaplanir.



DINIC

Dinic: Karmasiklik O(V? - E)

» Her faz bir BFS gerektirir: O(V + E).

e Her fazdan sonra s—t uzakligi kesin olarak artar ve uzaklik < V - 1 oldugundan en kot
durumda V faz olabilir.

 Bir fazdaki engelleyici akis: her artis yolu O(V) uzunluktadir ve en fazla E yol bulunur;
kaldigi yer dizisiyle faz basina O(V - E).

» Toplam: O(V) - O(V - E) = O(V? - E).

Birim kapasiteler Pratikte
Tam kapasiteler 1 ise O(E - VE); iki parcah Yarisma programlamada en cok kullanilan
eslestirme gibi birim aglarda O(E - VV) maksimum akis algoritmasidir: basit ve

(Hopcroft-Karp). genellikle sininnin ¢ok altinda calisir.



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme ve Yeniden Etiketleme (Push-Relabel)

A. Goldberg ve R. Tarjan (1988). Artis yolu aramaz; digtmler tzerinde yerel islemlerle
calisir.

* Kaynaktan ¢ikan tim kenarlar doldurarak asiri akis baslatir; akis, korunum kisitini gegici
olarak bozan bir 6n akistir (preflow).

e Her digumiun bir yiikseklik (height) etiketi vardir; akis yalnizca yiiksekten bir alcaga
dogru itilir (push), su gibi.

e Bir dugum fazlasini itemiyorsa yuksekligi artirihr (relabel).

e Asiri akisi olan diigim kalmayinca on akis gercek bir akistir; hedefteki asiri akis
maksimum akisi verir.



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

On Akis ve Asin Akis (Excess Flow)

@ e Asin akis: e(v) = giren toplam akis -
¢ikan toplam akis.

 On akis: kapasite kisitina uyar, korunum
4 yerine e(v) > 0 ister (s harig).

* e(v) > 0 olan digim (s ve t disinda) aktif
@ digumdur; algoritma aktif digim

eV)=3+7)-Q2+4)=4 kalmayinca biter.



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Yiikseklik Fonksiyonu ve Baslangi¢

Baslangic: Degismezler:

e Tum kenarlarin akisi 0. e h(s) = |V| ve h(t) = 0 hig degismez.

e h(s) = |V| (dGgim sayisi); diger tim o Artik agdaki her (u, v) kenari icin h(u) <
digumler h = 0. h(v) + 1.

e s'ten cikan her kenar doldurulur: f(s, v) = ¢ Bu ytzden h(u), u'dan t'ye artik ag
c(s, v), e(v) = c(s, v). uzakliginin bir alt sinindir.

h(s) = |V| secilir, clinkl s'ten t'ye artik agda yol olsaydi uzunlugu < |V| = 1 olurdu ve h(s) < |V| -
1 gerekirdi. Bu yuzden artik agda hicbir zaman s—t yolu yoktur; sonunda akis maksimumdur.



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

itme (Push) ve Yeniden Etiketleme (Relabel)

itme: push(u, v) Yeniden etiketleme: relabel(u)

Kosul: e(u) > 0, cf(u, v) > O (kenarda kapasite Kosul: e(u) > 0 ama artik agdaki her (u, v) igin
ile akis arasinda fark var) ve h(u) = h(v) + 1. h(u) < h(v); yani hicbir komsuya itilemiyor.

& = min(e(u), ¢f(u, v)) kadar akis itilir: e(u) —= h(u) = 1 + min h(v), (u, v) artik agda. Boylece
O, e(v) += &. Kenar doyarsa doyuran, aksi en az bir itme mimkdin olur.

halde doyurmayan itme.

Hedefe ulasamayan fazla, ytkseklik |V|'yi asinca kaynaga geri itilir. Akis ylksekten alcaga itilir;
yukseklik yalnizca artar.



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

0/6
A . Diigiim
0/13 0/10 s
A
0/7
0/3 / °
C
D
0/10 0/5 t

® ®

Ag verilsin (akis/kapasite). 6 digum var: |V| = 6.

Adim 1/17

oOjlo|jo|o|o|O |3

O[O |O|O|O



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

Diigiim
0/10 s
A
B
C
D
0/5
t

Baslangic: h(s) = 6; s = A ve s —» B doldurulur. e(A) = 13, e(B) = 10.

Adim 2 /17

O O O o o o =T

13
10



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Orneg

0/6

A = Diigiim h e

13/13/ 0/10 ; 6 -
A 0 13

0/7

0/3 / B 1 10

C 0 0

D 0 0

10/10 0/5

t 0 0

O ®

B ele alinir. A ile ayni ylkseklikte (0) oldugundan fazlasini A'ya gonderemez — relabel: h(B)
=1+ min(h(A) =0, h(s) = 6) = 1.

Adim 3 /17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

0/6
A . Diigiim

13/13 0/10

3/3 /7

10/10 0/5
“® o

B simdi fazlasini A'ya itebilir: & = min(10, 3) = 3. e(A) = 16, e(B) = 7.

Adim 4 /17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

Diigiim h e
0/10 s 6 -
A 1 16
B 1 7
C 0 0
D 0 0
0L t 0 0

A ele alinir. itebilecegi alcak komsu yok — relabel: h(A) = 1 + min(h(C) = 0, h(t) = 0, h(B) =
1, h(s) =6) = 1.

Adim 5/ 17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Orneg

0/10

o n ® > v
©O o o = =0 =
N o 0o N w

A simdi C'ye 6 ve hedefe 7 birim iter (iki kenar da doyar). e(A) = 3, e(C) = 6, hedefte 7.

Adim 6/ 17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

. 6/6
Diigiim h e
13/13/ 0/10 ; 6 | -
A 1 3
7/7

3/3 / B 1 7
C 1 6
D 0 0

10/10 0/5
t 0 7

® ®

C relabel edilir: h(C) = 1 + h(D) = 1. (C'nin 6 birim fazlasi simdilik bekler; aktif digimler
istenen sirada secilebilir.)

Adim 7 /17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

Diigiim
0/10 s
A
B
C
D
0/5
t

A relabel edilir: artik agda yalnizca B (h = 1) ve s (h = 6) kaldi = h(A) = 2.

Adim 8 /17

o O = =" N o =T

N O O N w



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

6/6

A = Diigiim h e

13/13 0/10 s 6 -
A 2 0

1/7

0/3 / B 17 10

C 1 6

D 0 0

0

10/10 0/5 . .
“® o

A'nin yuksekligi B'den fazla: 3 birimi B'ye (B — A akisini iptal ederek) iter. e(A) = 0, e(B) =
10.

Adim 9/ 17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Orneg

6/6

A = Diigiim h e
13/13 0/10 s 6 -
A 2 | 3

1/7
3/3 / B 3 7
C 1 6
D )
0 7

10/10 0/5 .
“® o

B'nin gidebilecegi baska kenar yok — relabel h(B) = 3; 3 birimi tekrar A'ya iter. e(A) = 3, e(B)
=7.

Adim 10/ 17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

Diigiim h e
0/10 s 6 -
A 6 3
B 7 0
C 1 6
D 0 0
0L t 0 7

A ile B arasinda relabel-push sirer (h(A) = 4, h(B) = 5, h(A) = 6, h(B) = 7). B'nin yuksekligi
kaynagi gecince: 3 birimi A'ya, 7 birimi kaynaga iter.

Adim 11 /17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

6/6
A > Diigiim h e
10/13 0/10 s 6 -
A 7 o0
7/7

3/3 / B 7 0
C 1 6
D 0 0

3/10 0/5
t 0o 7

® ®

A relabel: h(A) = 1 + min(h(s) = 6, h(B) = 7) = 7; 3 birimi kaynaga iter. Artik A ve B'de fazla
yok.

Adim 12 /17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

6/6
A G Diigiim
10/13/ 6/10

3 N7 ()

3/10 0/5

® ®

C ele alinir: fazlasi 6 birim D'ye itilir (h(C) = 1 > h(D) = 0).

Adim 13 /17

o O = N N o T

N 6O O O O



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

6/6
A ’ Diigiim
10/13/ 6/10 .

3 N7 (o)

3/10 5/5

® ®

D relabel (h = 1) ve hedefe 5 birim iter. D'de hala 1 birim fazla var.

Adim 14 /17

O lm o lN N oo =



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

Diigiim h
10/13/ 5/10 ; 6
A 7
7/7

3/3 / B 7
C 1
D 2

3/10 5/5
t 0

® ®

D relabel: hedef kenari dolu, tek komsu C (h = 1) = h(D) = 2. 1 birimi C'ye iter.

Adim 15 /17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

5/6
A Diigiim h e
10/13 5/10 s 6 -
A 7 1
1/7

3/3 / B 7 0
C 8 0
D 8 0

3/10 5/5
t 0o 12

® ®

C'nin yuksekligi A'yi (7) gegene kadar C-D arasinda relabel—-push surer (C: 3, 5, 7, 8; D: 4, 6,
8). C 1 birim fazlayi A'ya iter.

Adim 16 / 17



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme Ornegi

5/6

A > Diigiim h e
9/13 5/10 s 6 -
A 7 0

1/7
3/3 / B 7 0
C 8 0
D 8 0
Y >/3 t 0o 12

® ®

A 1 birim fazlayi kaynaga iter. Aktif digim kalmadi: maksimum akis = hedefe giren = 7
+ 5 = 12 = kaynaktan ¢ikan 9 + 3.

Adim 17 /17



ITME-YENIDEN ETIiKETLEME
Itme-Yeniden Etiketleme: S6zde Kod

PUSH_RELABEL(G, kaynak, hedef): déngii asirafu] > 0 olan u varken:
yiikseklik[kaynak] = |V| // u # kaynak, u # hedef
yiikseklik[v] = 0, v # kaynak eger kalan(u,v) > 0 ve
asiri[v] = 0, her v icin ylikseklik[u] == yiikseklik[v]+1:
akis[e] = 0, her kenar e igin // Itme
// on akis: kaynak kenarlarini doldur delta = min(asirifu], kalan(u,v))
her bir (kaynak, v) € E igin: akis[u,v] += delta

¢ = kapasite[kaynak, v] akis[v,u] -= delta

akis[kaynak, v] = ¢ asirifu] -= delta

akis[v, kaynak] = -c asiri[v] += delta

asairif[v] = c degilse:

asiri[kaynak] -= c // Yeniden etiketleme
m = o

her bir (u, v) icin G[u] icinde:
eger akis[u,v] < kapasite[u,v]:
m = min(m, yiikseklik[v])
yiikseklik[u]l =m + 1
dondiir asiri[hedef]
// kalan = kapasite - akis



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Java: push ve relabel

boolean it(Dugum d) { void etiketle(Dugum d) {
for (Kenar k : d.kenarlar) { int minY = Integer.MAX_VALUE;
if (d.yukseklik > k.hedef.yukseklik for (Kenar k : d.kenarlar) {
& k.akis =# k.kapasite) { // yalnizca artik agdaki kenarlar
int akis = Math.min( if (k.akis # k.kapasite
k.kapasite - k.akis, d.asiri); & k.hedef.yukseklik < minY) {
d.asiri -= akis; minY = k.hedef.yukseklik;
k.hedef.asiri += akis; d.yukseklik = minY + 1;
k.akis += akis; }
tersKenariGuncelle(k, akis); }
return true; // itme yapildi }
}
}
return false;
}

Ana dongu: aktif digim varken if (1it(d)) etiketle(d); — sonug hedefin asiri
akisidir. Ters kenarlar negatif akisla tutulur (kapasite 0).



ITME-YENIDEN ETIKETLEME

Itme-Yeniden Etiketleme: Karmasiklik

islem Toplam say1 Gerekge

Yeniden etiketleme o(V?) her digumiun ylksekligi < 2|V| - 1 ve yalnizca artar

Doyuran itme O(V-E) bir kenar yeniden doyabilmek icin iki uctaki yikseklik > 2 artmali
Doyurmayan itme O(V?-E) potansiyel fonksiyonu X h(v) (aktif v) ile

 Genel algoritma en kétii durumda O(V? - E); bir relabel en fazla derece kadar kenar
tarar (toplam O(V - E)).

 FIFO secimiyle O(V?), en yiiksek etiket secimiyle O(V? - VE).

» Pratikte gap ve global relabeling sezgileriyle en hizl genel amacli maksimum akis
yontemlerindendir.



KARSILASTIRMA VE UYGULAMALAR

Algoritmalarin Karsilastirmasi

Algoritma Temel islem Siire Ornek agda (|f*| = 19)
Ford-Fulkerson herhangi bir artis yolu O(E - [f*]) 5 artis yolu (Ornek 2'deki
(DFS) sira)
Edmonds-Karp en kisa artis yolu (BFS) O(V - E?) 4 artis yolu, 5 BFS
Dinic seviye cizgesi + engelleyici O(V?-E) 2 faz, 3 BFS
akis
itme—yeniden yerel push / relabel O(V?- E), FIFO O(V®) = yol aramaz
etiketleme
Secim Ortak sonug
Kuclik tam sayi kapasiteler: Ford-Fulkerson Hepsi ayni |f*| degerini bulur; akisin kenarlara
yeterli. Genel amag: Dinic. Cok buyuk, yogun dagilimi farkli olabilir. Min kesim son artik

aglar: itme-yeniden etiketleme. agdan okunur.



KARSILASTIRMA VE UYGULAMALAR

Uygulamalar

o iki parcal eslestirme: calisan—is, 6grenci—proje
atama (birim kapasiteler).

e Kenar ayrik yollar (Menger): birim kapasiteli
maksimum akis.

e Goriintii boliitleme: 6n plan/arka plan ayrimi
minimum kesimle.

e Ag giivenilirligi: agi bolmek icin kesilmesi
gereken en kicuk toplam kapasite.

e Ulasim ve lojistik: boru hatti, trafik, havayolu
cizelgeleme, proje secimi.

<

|

Maksimum akis 3 = en blyuk eslestirme: a;—
b2, ax—b1, az—Dbs.




OZET
Ozet

Konu
Akis
Artik ag

Kesim

Ford-Fulkerson
Edmonds-Karp
Dinic

Push-relabel

Hatirlanacaklar
0 < f < ¢ ara duglmlerde giren = cikan; |f| = s'ten ¢ikan net akis
ileri ¢ - f, ters f; artis yolu Gfde s — t yolu, darbogaz = en kiiglik ¢

c(S, T) = S'den T'ye kapasiteler; maksimum akis = min kesim; S = son Gfde s'ten
ulasilanlar

herhangi bir artis yolu; O(E - |[f*]), tam sayi kapasitelerde sonlanir
BFS ile en kisa yol; O(V - E?)
BFS seviye cizgesi + DFS engelleyici akis; < V faz; O(V? - E)

h(s) = |V|, 6n akis; yliksekten alcaga it, itemezsen etiketle; O(V? - E)



OZET

Etkilesimli Simiilatorler

Ag_Akis Simiilatorii Onerilen deneme

4-12 dugumlu rastgele kapasiteli bir ag Ayni agda 6nce Ford-Fulkerson'i, sonra
dretin, dugumleri strutkleyin; Ford- Edmonds-Karp'i calistirin: bulunan
Fulkerson (DFS) ve Edmonds-Karp (BFS) maksimum akis ayni, artis yollarinin sayisi
ile her artis yolunu ve eklenen akisi adim ve sirasi farkh mi? Gunlikteki yollari sayin.

adim izleyip iki ydontemi ayni ag Uzerinde
karsilastirin.


http://localhost:8765/Chapter_04_Network_Flow.html

OZET

Sik Yapilan Hatalar

Ters kenarlari unutmak Darbogazi kapasiteyle hesaplamak
Yalnizca ileri kenarlarla aramak a¢gozIu bir Darbogaz, kapasitelerin degil artik kapasitelerin
algoritmadir ve maksimumu kagcirabilir (6rnekte minimumudur: ¢ - f (ya da ters kenarda f).

18 < 19).

Min kesimi kenar sayisi sanmak T — S kenarlarini saymak

Min kesim en az kenari degil, en kiicik kapasite Kesim kapasitesine yalnizca S'den T'ye giden
toplamini keser. kenarlar girer; geri yondekiler eklenmez.
Ford-Fulkerson'i polinom sanmak itme yoniinii karistirmak

O(E - [f*|) kapasitelerin degerine baglidir; BFS Akis yuksekten alcaga, yalnizca h(u) = h(v) + 1

(Edmonds-Karp) bu bagimhlig kaldirir. iken itilir; baslangicta h(s) = |V| olmalidir.



OZET

Ornek Problemler
O—F

» Cevaplarn goster

1. [f*| icin kaynak ve hedef tarafindan Ust sinir
nedir?

2. Edmonds-Karp hangi artis yollarini sirayla
bulur? (BFS komsulari alfabetik dener.)

3. Maksimum akis ve bir minimum kesim nedir?

4. Son durumda c¢(s, a) ve cf(c, d) kactir?

5. Push-relabel baslangicinda h ve e degerleri
nedir?



OZET

Alistirmalar

1. Bir kenarin kapasitesi 1 artirilirsa maksimum akis en fazla ne kadar artar?

. Tum kapasiteler k ile carpilirsa maksimum akis ve minimum kesim nasil degisir?
. DUgim kapasiteleri c(v) varsa problem nasil modellenir?

. Son artik agdan minimum kesimi bulan bir Java metodu yazin.

. "Kotu durum™ aginda DFS'li Ford-Fulkerson ve Edmonds-Karp en fazla kag artis yapar?

o Ul MW DN

. s'ten t'ye kenar ayrik yol sayisi maksimum akisla nasil bulunur?

» Cevaplar / ipuglar



OZET
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Sonraki bolim: Bolim 5: Dizgi Algoritmalari - Terim so6zligu
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