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GiRiS

Ogrenme Ciktilan

Kavram Kruskal ve Union-Find

Kapsayan agaci ve minimum kapsayan agaci Kenarlari siralayip dongi olusturmayanlari
(MST) tanimlamak; V - 1 kenar, kesim ve se¢cmek; dongu denetimini ayrik kimelerle
dongu 6zelliklerini agiklamak. (bul / birlestir) yapmak.

Prim Boruvka, Ters Silme, Analiz

Agaci bir digimden buyitmek; anahtar ve Bilesen tabanli ve silme tabanli yaklasimlari
ebeveyn dizilerini 6ncelikli kuyrukla adim uygulamak; dort algoritmanin karmasikhgini

adim izlemek. karsilastirip uygun olani segmek.



MST KAVRAMI

Kapsayan Aga¢ ve Minimum Kapsayan Agac

G = (V, E): bagh, yonsiiz ve kenarlari agirhkh
bir cizge.

* Kapsayan agag (spanning tree): tim 1 _®
digumleri iceren, bagh ve dongiisiiz alt
3 4 6

cizge. Her zaman tam V - 1 kenari vardir.
7
* Minimum kapsayan aga¢ (Minimum

Spanning Tree, MST): kenar agirliklar toplami

en kiiciik olan kapsayan agac. 5 —@— 2 —@
e Agaca bir kenar eklemek dongu olusturur; bir

kenar silmek agaci ikiye boler.

Bir cizgenin cok sayida kapsayan agaci olabilir (n diGgumli tam cizgede n"-2 tane, Cayley
formll). Hepsini denemek yerine aggo6zlii (greedy) algoritmalar MST'yi dogrudan bulur.
Yandaki cizgede MST agirhgiw(T) =1+2 +3 +5=11.



MST KAVRAMI

Ornek: "MST" Cizgesi

e 15 dagum, 20 kenar. Kalin 14 kenar (= V - 1) minimum kapsayan agaci olusturur: toplam agirlik 141.

e ince kenarlar disarida kalir: her biri, kalin kenarlarla bir déngii kapatir ve o déngiiniin en agir kenaridir
(or. 15, 16, 18, 25, 40, 50).

e Agirhigr yuksek (20, 24, 25) kenarlar da secilebilir: bir digime ulagmanin tek yolu onlarsa (kopru)
MST'de yer almak zorundadir.



MST KAVRAMI

Kesim Ozelligi ve Dongii Ozelligi

Kesim o6zelligi (cut property) Dongii 6zelligi (cycle property)
Dagumleri iki kimeye ayiran her kesimde, Herhangi bir déngiiniin en agir kenari
kesimi gecen en hafif kenar bir MST'ye aittir. (tekse) hicbir MST'de yer almaz.
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{a, b} | {c, d, e}: gecen kenarlar ae = 1, be = 4, b—c—e dongusu: 4, 5, 6 — ec = 6 asla
bc =5 — ae guvenli. secilmez.

Kruskal ve Prim kesim 6zelligini, ters silme dongu 6zelligini kullanir. Tim agirliklar farkliysa
MST tektir.



MST KAVRAMI

Acgozlit MST Algoritmalan

Dort algoritmanin hepsi aggozliidiir: her adimda yerel olarak en iyi kenari secer (ya da en
kotlisinG atar) ve bu secim higbir zaman geri alinmaz.

Algoritma Fikir Yardimci yapi Zaman

Kruskal Kenarlar kiiclikten blylge sirala, dongi union-find O(E log E)

(1956) olusturmayanlari ekle

Prim (1957) Bir diigimden basla, agaci en ucuz komsu oncelikli kuyruk O((V + E) log
kenarla buytit V)

Boruvka Her bilesen kendi en ucuz kenarini ayni anda union-find O(E log V)

(1926) ekler

Ters silme Kenarlarn buyukten kiiglige dene, baghhgi BFS/DFS ya da O(E- (V +E)
bozmayani sil union-find

Hepsi ayni agirlikta bir MST bulur; agirliklar farkliysa ayni agaci bulurlar. Fark, kenarlari hangi
sirayla ele aldiklari ve gereken veri yapisindadir.



MST KAVRAMI

Nerede Kullanihir?

Ag tasarimi

Sehirleri en az kabloyla
baglamak: elektrik, su, fiber,
yol aglar. BorGvka'nin cikis
noktasi Moravya'nin elektrik
agudir.

Goriintii isleme

Pikselleri digim, renk
farkini agirhk sayarak
bolutleme (segmentation).

Kiimeleme
MST'den en agir k — 1 kenar
silinirse k kiime kalir (tek

baglantili kimeleme, single-
linkage).

Devre tasarimi

Bacaklan en kisa toplam
iletkenle baglamak (VLSI
yonlendirme 6n adimi).

Yaklasik algoritmalar
Metrik gezgin satici
probleminde (TSP) MST

tabanli tur, en iyinin en fazla
2 katidir.

Diger cizge problemleri
Darbogaz yol (en buyuk
kenari en kicuk yol) MST
uzerindedir; Steiner agaci
icin temel yaklagim.



KRUSKAL

Kruskal Algoritmasi

e Cizgedeki tim dugumleri birbirine baglayan, toplam agirligi en kiiglik agaci olusturur;
acgozlii (greedy) bir yaklagimdir.

* Joseph Kruskal tarafindan gelistirilmistir (1956).
* Baslangicta her digim ayn bir agactir (orman); adim adim bu agaclar birlestirilir.

e Kenarlar kiiglikten biiytige siralanir; dongu olusturmayan kenar secilir, dongu olusturan
atlanir.

Giiclii yonler Zayif yonler
+ Seyrek cizgelerde (E = V) ¢cok uygun. - Kenar siralama maliyeti: O(E log E).
+ Basit: kenar listesi + union-find yeterli. - Yogun cizgede (E ~ V?) Prim daha hizli
+ Bagl olmayan cizgede minimum olabilir.
kapsayan orman verir. - Dongu denetimi icin ek yapi (union-find)

gerekir.



KRUSKAL
Kruskal: Adimlar ve Sozde Kod

1. Cizgedeki tim kenarlar agirliklarina gore KRUSKAL (G) :

siralanir. MST = [ ]
ayrikKume.olustur(V)

2. Sirali kenarlar arasindan siradaki en kiiglik ;
kenarlar.sirala(artana gore)

aglﬂlkh kenar segilir. her bir (u, v, agirlik) icin kenarlar ig¢inde:

3. Kenar farkl agaclara ait iki digimu eger ayrikKume.bul(u) # ayrikKume.bul(v):
birlestiriyorsa (déngii olusturmuyorsa) MST.ekle((u, v, agirlik))
agaca eklenir ve iki agac birlestirilir. ayrikKume.birlestir(u, v)
dondiir MST

4. Ayni agacin iki digumunu bagliyorsa
dongu olusturur: atlanir.

5.V —= 1 kenar secilene (ya da kenarlar bitene)
kadar 2—4 tekrarlanir.

"Ayni agacta mi?" sorusu union-find (ayrik kiimeler) yapisiyla neredeyse sabit zamanda
yanitlanir.



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

ab ae bc be cd ed ec
3 1 5 4 2 7 6

@ ] . MST —
4 w 0
Agaclar = {a} {b} {c} {d} {e}
3 4 6 7
\/ )
b 5 C 2 d
C/ O/

Baslangic: her dugum ayn bir agactir (5 agach orman). Kenar tablosu henliz sirasiz.

Adim1/8



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

ae

|

cd

ab

|

be bc ec ed
4 5 6 7

MST —

a 1 e
Q w(T) 0
Agaclar  {a} {b} {c} {d} {e}
4 6

Adim 1: kenarlar artan agirlhiga gore siralanir: ae, cd, ab, be, bc, ec, ed.

Adim?2/8



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim
HHEHHEHE
@——¢ o

Agaclar {a, e} {b} {c} {d}

4 6 7

3
& oo

ae = 1: a ve e farkh agaclarda — kenar eklenir, iki agag birlesir.

Adim3/8



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim
HHHAHAE
O——@ o

Agaclar {a, e} {c, d} {b}

\‘

@ 5 GF 2 %j)
cd = 2: c ve d farkli agaclarda — kenar eklenir, iki agac birlesir.

Adim4/8



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

1 HHHHAE

] ( ) MST ae, cd, ab
% w(T) 6
Agacglar  {a, b, e} {c, d}
3 4 6

7

& o——e

ab = 3: a ve b farkli agaclarda — kenar eklenir, iki agac birlesir.

(o)}

Adim5/8



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

{HHHHAER

] ( ) MST ae, cd, ab
. w(T) 6
'l
R4 Agacglar  {a, b, e} {c, d}
P4
3 4 6

7

be = 4: b ve e zaten ayni agagta — eklenirse dongu olusur, atlanir.

(]

Adim6/8



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

BEEREBH

] ( ) MST ae, cd, ab, bc
’ w(T) 11
'l
R4 Agaclar {a, b, c d, e}
P4
3 4 6
4
4

bc = 5: b ve c farkh agaclarda — kenar eklenir, iki agag birlesir.

~ 3
N—

Adim7/8



KRUSKAL

Kruskal Adim Adim

BEEREBH

] ( ) MST ae, cd, ab, bc
’ w(T) 11
'l
R4 Agaclar | tek agag
P4
3 4 6
4
4

V - 1 = 4 kenar secildi: agag¢ kuruldu, w(T) = 11. ec ve ed'ye bakmaya gerek yoktur.

~ 3
N—

Adim 8/ 8



KRUSKAL

Union-Find (Ayrik Kiimeler, Disjoint Set)

Kesismeyen kiimeleri tutar. Her kiime bir
agactir; koki kiimenin temsilcisidir.

ata[i] :i'nin ebeveyni, kokte atalr] =
TS,

olustur(V): her dugim kendi kiimesi —
ataf[i] =1 .

bul(x) (find): koke kadar cik, kokl donddr.

birlestir(x, y) (union): bir koki digerinin

altina bagla.

Kruskal'da: bul(u) == bul(v)
ayni agactadir — kenar déngii kapatir.

ise uvev

int bul(int[] ata, int i) {
if (ata[i] !'= i)
ata[i] = bul(ata, ata[i]); // yol sikistirma
return ata[i];

}

void birlestir(int[] ata, int x, int y) {
ata[bul(ata, x)] = bul(ata, y);

}

iki iyilestirme: yol kisaltma (path compression) ve
riitbeye gére birlestirme (union by rank). ikisi birlikte
islem basina amortize O(a(V)) verir; o (ters
Ackermann) pratikte < 4'tar.



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi

Ayrik kime ormani (ok: ebeveyn)

O—— ONONONONO.

- DEEEG

a b C d e

olustur(5) : her digim kendi kimesinin kokd, atal[i]l = i .Kenarlar:ac 1, de 2, ab
3,bc4,bd5, cdb, ce?.

Adm1/8



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi

Ayrik kime ormani (ok: ebeveyn)

O——0 © 9

o—— 090

©

aal] | [‘:] ‘:][: K

a €

ac = 1: bul(a) = a, bul(c) = ¢ — farkli —» kenar MST'ye; atalal = c .

Adim?2/8



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi

Ayrik kime ormani (ok: ebeveyn)

O——0 ONONO
LN oo

O ®

aal] | [‘:] < e JLe

a C d e

de = 2: bul(d) = d, bul(e) = e — farkli = kenar MST'ye; atald] = e .

Adim3/8



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi

Ayrik kiime ormani (ok: ebeveyn)
&——0 % %
om0

aal] | [':] i’][: K

a €

ab = 3: bul(a) = ¢, bul(b) = b — farkli —= kenar MST'ye; atalc] = b .

Adim4/8



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi
Ayrik kime ormani (ok: ebeveyn)

A 3
& o0 ®

aal] | [‘:] t’][: K

a €

bc = 4: bul(b) = b (yol b), bul(c) = b — aymi kék: dongu, kenar atlanir.

Adim5/8



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi

Ayrik kime ormani (ok: ebeveyn)

—0
i ga
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e ——0

o¥o¥CY

(e (e J(o ) (e
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e
a b C d e

bd = 5: bul(b) = b, bul(d) = e — farkli = kenar MST'ye; ata[b] = e .

Adim6/8



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi

Ayrik kime ormani (ok: ebeveyn)

—0
i g

7

e ——0

@-0-C\
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e
a b C d e
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MST tamam (4 kenar, w = 11). Ama orman uzun bir zincir oldu: bul(a) a—c—b-e
yolunu izler (3 adim).

Adm?7/8



KRUSKAL

Union-Find ile Dongli Denetimi

Ayrik kime ormani (ok: ebeveyn

T 70N e

e ——0

o (=)0

a b C d e

Yol kisaltma: bul(a) donerken yoldaki her digumu dogrudan koke baglar (ata[a] =
ata[c] = e). Sonraki aramalar 1 adim.

Adm8/8



KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1 void kruskal(int V, List<Kenar> ke) { <:F\\ 3 //g:g:)\\\\

»  Collections.sort(ke); // artan _/<\\

3 int[] ata = new int[V + 1]; 6 4 2

4 for (int 1 = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;

5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>(); 2 \\\\(:::)
6 int k = 0;

7

8

9

while (agac.size() <V - 1) {

Kenar e = ke.get(k++);
int x = bul(ata, e.u); (:é// 4 4
1o int y = bul(ata, e.v);
11 if (x 1= y) { // ayri agac Kenarlar siralanir: (1,3)=2, (2,5)=2, (1,2)=3, (2,3)=4,
12 agac.add(e); (3.4)=4, (1,4)=6.
13 ata[x] = y; // birlestir
14 } Adim1/13
ol DEGiSKENLER
16 }

V=5)k=0)(agac =[] )(w(T) =0



KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1
2
>
>
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16 }

void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

Collections.sort(ke); // artan
int[] ata = new int[V + 1];
for (int i = 1; i <= V; i++) ata[i] = i;
List<Kenar> agac = new ArraylList<>();
int k = 0;
while (agac.size() <V - 1) {

Kenar e = ke.get(k++);

int x = bul(ata, e.u);

int y = bul(ata, e.v);

if (x I=y) { // ayri agag
agac.add(e);
ata[x] = vy; // birlestir
}

}

G/ 4 4

ata[i]l = i :her digum ayn bir agag (5 agac).

Adim 2 /13

DEGiSKENLER

v=5)(ata=1I1,2,3, 4, 5]) (k=0

agac = [1)(w(T) =0



KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1 void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

2 Collections.sort(ke); // artan

3 int[] ata = new int[V + 1];

4 for (int 1 = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;

5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>();

6 int k = 0;

7 while (agac.size() <V - 1) {

> Kenar e = ke.get(k++);

> int x = bul(ata, e.u);

> int y = bul(ata, e.v);

11 if (x 1= y) { // ayri agac e =(1,3),agirhk 2: bul(1) =1, bul(3) =3.
12 agac.add(e);

13 ata[x] = y; // birlestir Adim 3 /13
14 } ..

- } DEGISKENLER

16} V=5 ata=[1,2,3,l-l,5]
(é (1,3,2i> <} = i) (& = %) agac = []

w(T) =0




KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
>
>
14
15
16 }

void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

Collections.sort(ke); // artan
int[] ata = new int[V + 1];
for (int i = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;
List<Kenar> agac = new ArraylList<>();
int k = 0;
while (agac.size() <V - 1) {

Kenar e = ke.get(k++);

int x = bul(ata, e.u);

int y = bul(ata, e.v);

if (x I=y) { // ayri agag
agac.add(e);
ata[x] = y; // birlestir
}
}

x #y — (1,3) MST'ye eklenir, ata[1] = 3 .v1vev3
birlesir.

Adim4 /13

DEGiSKENLER

v=5)(ata = [3, 2, 3, 4, 5]) k=1

e=(1,3,2))(x=1)(y =3)(agac = [(1,3)1)




KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
6
7
>
>
| 2

16 }

void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

Collections.sort(ke); // artan
int[] ata = new int[V + 1];
for (int i = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;
List<Kenar> agac = new ArraylList<>();
int k = 0;
while (agac.size() <V - 1) {
= ke.get(k++);
bul(ata, e.u);
int y = bul(ata, e.v);
if (x I=y) {

agac.add(e);

Kenar e
int x =

// ayri agac¢

ata[x] = vy; // birlestir
}

}

e =(2,5), agirhk 2: bul(2)

= 5.

=2, bul(5)

Adim 5/ 13

DEGiSKENLER

v

5)(ata = [3, 2, 3, 4, 5]

(e

(2,5,2)) Cx = 2) Cy = 5) agac = [(1,3)]

w(T) =2



KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

Collections.sort(ke); // artan
int[] ata = new int[V + 1];
for (int i = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;

int k = 0;
while (agac.size() <V - 1) {

1
2
3
a4
5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>();
6
7
8 Kenar e = ke.get(k++);

9

int x = bul(ata, e.u);

10 int y = bul(ata, e.v);

11 if (x 1= y) { // ayri agac X #Yy — (2,5) MST'ye eklenir, ata[2] = 5 .v2veV5
> agac.add(e); birlesir.

> ata[x] = y; // birlestir

14 } Adim6/13

53 ..

63 DEGISKENLER

v=5)(ata = [3, 5, 3, 4, 5]) k =2

e=(2,5,2))(x=2)(y =5

(agac = 11,3) (2,8)1)(w(M) =)




KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1 void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

2 Collections.sort(ke); // artan

3 int[] ata = new int[V + 1];

4 for (int 1 = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;

5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>();

6 int k = 0;

7 while (agac.size() <V - 1) {

> Kenar e = ke.get(k++);

> int x = bul(ata, e.u);

> int y = bul(ata, e.v);

11 if (x 1= y) { // ayri agac e =(1,2),agirhk 3: bul(1) =3, bul(2) =05.
12 agac.add(e);

= ata[x] = y; // birlestir Adm7/13
14 } ..

- } DEGISKENLER

16} V=5 ata:[3,5,3,l-l,5]
(é (1,2,3i> <} = %) y =5

agac = [(1,3) (2,5)] )(w(T) =4




KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {
Collections.sort(ke); // artan
int[] ata = new int[V + 1];
for (int i = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;

int k = 0;
while (agac.size() <V - 1) {

1
2
3
a4
5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>();
6
7
8 Kenar e = ke.get(k++);

9

int x = bul(ata, e.u);

10 int y = bul(ata, e.v); .

11 if (x 1= y) { // ayri agac x #Yy — (1,2) MST'ye eklenir, ata[3] = 5 . Onceki iki
> agac.add(e); agac birlesir.

> ata[x] = y; // birlestir

14 } Adim 8/ 13

5} ..

63 DEGISKENLER

v=5)(ata =1[3, 5, 5, 4, 5]) k =3

e=(01,2,3))(x=3)(y=5

(agac = [(1,3) (2,5) u,z)]) (wcT) = 7)




KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1 void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

2 Collections.sort(ke); // artan

3 int[] ata = new int[V + 1];

4 for (int 1 = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;

5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>();

6 int k = 0;

7 while (agac.size() <V - 1) {

> Kenar e = ke.get(k++);

> int x = bul(ata, e.u);

> int y = bul(ata, e.v);

11 if (x 1= y) { // ayri agac e =(23),agirhk 4: bul(2) =5 bul(3) =05
12 agac.add(e);

13 ata[x] = y; // birlestir Adim 9 /13

14 } ..

- } DEGISKENLER

16} V=5)ata=1[3, 5, 5, 4, 51 )(k =4

(e (2,3,u)) Cx = 5) y =5

agac = [(1,3) (2,5) (1,2)] (w(CT) =17




KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1 void kruskal(int V, List<Kenar> ke) { 3 ( }

2 Collections.sort(ke); // artan ,

3 int[] ata = new int[V + 1]; 6 4 4 2

4 for (int 1 = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i; ’

5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>(); 2 ,l' Yx;)
6 int k = 0; 4

7

8

9

.
while (agac.size() <V - 1) { P
Kenar e = ke.get(k++); ‘
int x = bul(ata, e.u); 4 <:::>
1o int y = bul(ata, e.v);
> if (x 1= y) { // ayri agac x =y = 5:(2,3) iki ayri agaci birlestirmiyor — doéngli,
12 agac.add(e); atlanr.
13 ata[x] = y; // birlestir
14 } Adim 10/ 13
153 ..
DEGISKENLER
16 }

V=5)ata=[3,5,5 4, 5] (k=0
e=(2,3,))(x=5)(y=5

agac = [(1,3) (2,5) (1,2)] w(T) =17



KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1 void kruskal(int V, List<Kenar> ke) { 3 g }

2 Collections.sort(ke); // artan

3 int[] ata = new int[V + 1]; 6 4 2

4 for (int 1 = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;

5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>(); 2 Yx;)
6 int k = 0;

7 while (agac.size() <V - 1) {

> Kenar e = ke.get(k++);

> int x = bul(ata, e.u);

> int y = bul(ata, e.v);

11 if (x 1= y) { // ayri agac e =(34),agirhk 4: bul(3) =5 bul(d) =4
12 agac.add(e);

- ata[x] = y; // birlestir Adim 11/13

14 } ..

- } DEGISKENLER

63 V=5 ata:[3,5,5,l-l,5]
e = (3,u4,4) x=5)(y =4

agac = [(1,3) (2,5) (1,2)] (w(CT) =17



KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

void kruskal(int V, List<Kenar> ke) { 3 g }
Collections.sort(ke); // artan
int[] ata = new int[V + 1]; 6 4 2
for (int i = 1; 1 <= V; i++) ata[i] = i;
2

ho

int k = 0;
while (agac.size() <V - 1) {

1
2
3
a4
5  List<Kenar> agac = new ArraylList<>();
6
7
8 Kenar e = ke.get(k++);

9

int x = bul(ata, e.u);

10 int y = bul(ata, e.v); ]

11 if (x 1= y) { // ayri agac X #Yy — (3,4) MST'ye eklenir, ata[5] = 4 .v4 agaca
> agac.add(e); katilir; w(T) = 11.

> ata[x] = y; // birlestir

14 } Adim 12 /13

53 -

63 DEGISKENLER

v=5)(ata=1[3, 5, 5, 4, u]) k=5

e = (3,u4,4) x=5)(y =4

(agac = [(1,3) (2,5) (1,2) (3,Ll)]><w(T) = 11)




KRUSKAL - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Kruskal: Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
6
| 2
8
9

10
11
12
13
14
15
16 }

void kruskal(int V, List<Kenar> ke) {

Collections.sort(ke); // artan
int[] ata = new int[V + 1];
for (int i = 1; i <= V; i++) ata[i] =
List<Kenar> agac = new ArraylList<>();
int k =
while (agac.size() < V - 1) {

Kenar e = ke.get(k++);

int x = bul(ata, e.u);

int y = bul(ata, e.v);

if (x I=y) { // ayri agag
agac.add(e);
ata[x] = vy; // birlestir
}

}

3—Q>\2
75

&

agac.size() = - 1 :dongu biter. (1,4)=6 hic
incelenmez. w(T) = 11.

Adim 13 /13

DEGiSKENLER
V=5)ata=1[3,5,65, 4, u4]) (k=5

agac = [(1,3) (2,5) (1,2) (3,)] )(w(T) =11



KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

HHHAHHHAHHAHBBE

AC
7

4 20 2 10 5
11 E 15 |
7 1 5 12

Kimeler: tek digimliler - Agirlik: 0 - Bagli: HAYIR

Kenarlar sirali: 1,1, 2,3,4,5,5,6,7,9,10, 11, 12, 15, 20. Henliz hicbir kenar secilmedi.

Adm 1/10



KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

1HHHHHHAHHAHE

AC
7

][

El
15

BF
20

4 20
7 1 5 12
\CCD O \ED/
Kimeler: {E, F} - Agirlik: 1 - Bagh: HAYIR

EF = 1 eklendi (iki farkli kime). Toplam agirlik 1.

Adm 2 /10




KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

AB
4

AC
7

1 AHERAEHE

AHEE

][

El
15

BF
20

4 20
7 1 5 12
Kiumeler: {C, E, F} - Agirlik: 2 - Bagh: HAYIR

CF = 1 eklendi (iki farkh kime). Toplam agirlik 2.

Adm3/10




KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

AB
4

AC
7

1 EHHRAEEE

AHEE

][

El
15

BF
20

< \E>

Ktumeler: {C, D, E, F} - Agirhk: 4 - Bagli: HAYIR

DE = 2 eklendi (iki farkli kime). Toplam agirlik 4.

Adm4 /10




KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

EF
1

|

CF
1

HE

AB
4

E5H ][ c:

|

DG
6

AC
7

BD
9

|

EG
10

][

BC
1

][

HI
12

][

El
15

BF
20

O

4

7

/Q

o

Y/@\

<<

15

Kimeler: {C, D, E, F, H} - Agirlik: 7 - Bagli: HAYIR

FH = 3 eklendi (iki farkh kiime). Toplam agirlik 7.

Adm5/10




KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

AC
7

HHHHHHAE

BHEHE

][

El
15

BF
20

A

S

Ktumeler: {C, D, E, F, H} {A, B} - Agirhk: 11 - Bagli: HAYIR

d

AB = 4 eklendi (iki farkli kime). Toplam agirlik 11.

Adim6 /10




KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

HHHAHHAE

AC
7

BD
9

EG BC HI El BF
10 1 12 15 20

b e

Kameler: {C, D, E, F, H} {A, B} - Agirlik: 11 - Bagli: HAYIR

EH = 5: E ve H zaten ayni kimede (E-F-H yolu) — déngu, eklenmez. Toplam 11 kalr.

Adim7/10



KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

e

Kimeler: {C, D, E, F, H} {A, B} {G, I} - Agirlik: 16 - Bagli: HAYIR

Gl = 5 eklendi (iki farkh kiime). Toplam agirlik 16.

Adim 8/ 10

1A HEHHEHHHBBE
N




KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim

AC
7

BD
9

BF
20

HHHAREAR

HHH

EG
10

VA N
@/ X S \®
S e

Kimeler: {C, D, E, F, G, H, I} {A, B} - Agirlik: 22 - Bagh: HAYIR

DG = 6 eklendi (iki farkli kime). Toplam agirlik 22.

Adim9/10



KRUSKAL

Kruskal Ornegi: Dokuz Diigiim
AHHHARHEE
R

o bg”

Kiumeler: {A, B, C, D, E, F, G, H, I} - Agirlik: 29 - Bagli: EVET

AC = 7 eklendi (iki farkh kiime). Toplam agirlik 29. 8 = V - 1 kenar: MST = 29, cizge bagh.

BD
9

BF
20

HHH

AC EG
7 10

Adim 10/ 10



KRUSKAL

Kruskal: Karmasikhk Analizi

islem Kag kez Maliyet
Kenarlari agirliga gore siralama 1 O(E log E)
olustur(Vv) 1 O(V)
bul (her kenar igin 2) < 2E O(E - a(V)) — yol kisaltma + riitbe

O(E log V) — yalnizca ritbe
birlestir V-1 J /

o Toplam: O(E log E); siralama baskindir. E < V2 oldugundan log E < 2 log V, yani O(E log E) = O(E log V).
» Kenarlar zaten siraliysa (ya da agirliklar kiiglik tam sayiysa, saymali siralama) stire neredeyse dogrusal: O(E
- a(V)).

» Bellek: kenar listesi + ebeveyn dizisi ( ata ) = O(V + E).

Union-find islemleri yalnizca riitbeye gore birlestirmeyle en kotl O(log V) surer; yol kisaltma da
eklenince islem basina amortize maliyet O(a(V)) olur. Her iki durumda da toplami siralama
belirler.



PRIM

Prim Algoritmasi

e Tam dugumleri baglayan en kicuk agirhkli agaci olusturur; aggozlii bir algoritmadir.

e Robert C. Prim (1957); daha 6nce V. Jarnik (1930) bulmus, E. W. Dijkstra (1959) yeniden
kesfetmistir.

* Bir baslangi¢ diigiimii secilir; her adimda agacta olmayan digtmler arasindan, agaca
en ucuz kenarla baglanan digim agaca eklenir.

* Her an tek bir agag vardir (Kruskal'daki ormandan farkli olarak).

Giiclii yonler Zayif yonler

+ Yogun cizgelerde uygun: matrisle O(V?). — Performans veri yapisina bagh (dizi, ikili
+ Kenar siralamasi gerekmez. heap, Fibonacci heap).

+ Komsuluk listesi/matrisi ile dogal calisir. - Bagli olmayan cizgede yalnizca

baslangicin bilesenini kapsar.



PRIM
Prim: Adimlar, Anahtar ve Ebeveyn

1. Baslangi¢ digumu secilir ve bu digime ait tim kenarlar oncelikli kuyruga eklenir.
2. Kuyruktan, agacta olmayan bir digiime giden en kiiglik agirhikh kenar segilir.
3. Segilen kenar ile baglantili yeni digim agaca eklenir.

4. Yeni dugime bagli kenarlar kuyruga eklenir; tim digumler agaca girene kadar 2—-4
tekrarlanir.

anahtar[v] (key) ata[v]: ebeveyn (m, parent)
v'yi agaca baglayan simdiye kadarki en ucuz Bu en ucuz kenarin agactaki ucu. Sonunda
kenarin agirligi. Basta oo, kaynakta 0. (ata[v], v) kenarlart MST'yi verir.

Kuyruktan c¢ikan digim icin, agacta olmayan her komsu v'de: agarlak(u, v) <
anahtar[v] ise anahtar ve ebeveyn glncellenir.



PRIM

Prim: Sozde Kod

PRIM(G, kaynak): dongii 6ncelikKuyrugu bos degil iken:

MST = [ ] u = oncelikKuyrugu.g¢ikar()

mesafeler = [ ] eger ziyaretEdildi[u] == @:

ata = [ ] ziyaretEdildi[u] = 1

ziyaretEdildi = [ ] her bir (u, v, agirlik) icin G[u] ig¢inde:

her bir v i¢in V ig¢inde: eger ziyaretEdildi[v] == @ ve
mesafeler[v] = agirlik < mesafeler[v]:
ziyaretEdildi[v] = © mesafeler[v] = agirlik

mesafeler[kaynak] = © ata[v] = u

oncelikKuyrugu.ekle(kaynak, 0) oncelikKuyrugu.ekle(v, agirlik)

her bir v ic¢in V i¢inde (kaynak harig):
MST.ekle((ata[v], v, mesafeler[v]))
dondur MST

Bu "tembel" (lazy) strim bir digumu kuyruga birden cok kez ekleyebilir;
ziyaretEdildi denetimi eski kayitlari atar. Kuyruk en fazla E kayit tutar — O(E log E).



PRIM

Prim Adim Adim: Oncelikli Kuyruk

O——0 5

~ ~ />~ ~ - 97

N
8 8
u A W N =2 C

@ ) @ w(T) =0

lIklendirme: kuyruk Q tim dugimlerle baslatilir; key(1) = 0 , digerleri oo, 1t = /.

Adm1/7
Kesikli ¢izgi: Tt ile gosterilen, henliz kesinlesmemis en ucuz baglanti. Q tablosu key
degerine gore siralidir.



PRIM

Prim Adim Adim: Oncelikli Kuyruk

----- D

’
’
’
®
’
’
8 o w N
o~ D W C
~|=2|=|=1]73

w(T) =0

O
o

Kuyruktan digam 1 cikar. Komsular glincellenir: key(3) = 2 (1,3), key(2) = 3 (1,2), key(4) = 6
(1,4).

Adm2/7
Kesikli ¢izgi: T ile gosterilen, henliz kesinlesmemis en ucuz baglanti. Q tablosu key
degerine gore siralidir.



PRIM

Prim Adim Adim: Oncelikli Kuyruk

----- D)
key
3

N
N
(O IR N G R o
~[w| =13

_____ 4@ w(T) = 2

DGgum 3 cikar, T'ye (1,3) eklenir. key(4) = 4 (3,4) olur; (2,3) = 4 > key(2) = 3 — degismez.

Adm3/7
Kesikli cizgi: T ile gdsterilen, henliz kesinlesmemis en ucuz baglanti. Q tablosu key
degerine gore siralidir.



PRIM

Prim Adim Adim: Oncelikli Kuyruk

w(T) =5

DGgum 2 cikar, T'ye (1,2) eklenir. key(5) = 2 (2,5).

Adm4 /7
Kesikli cizgi: T ile gdsterilen, henliz kesinlesmemis en ucuz baglanti. Q tablosu key

degerine gore siralidir.



PRIM

Prim Adim Adim: Oncelikli Kuyruk

DGgum 5 cikar, T'ye (2,5) eklenir. Agagta olmayan komsusu yok: Q'da glincelleme yok.

Adm5/7
Kesikli cizgi: T ile gdsterilen, henliz kesinlesmemis en ucuz baglanti. Q tablosu key

degerine gore siralidir.



PRIM

Prim Adim Adim: Oncelikli Kuyruk

6 4 2 key u Tt
z o o

w(T) = 11
4—®

DUgum 4 cikar, T'ye (3,4) eklenir. Q'da glincelleme yok.

Admo6/7
Kesikli cizgi: T ile gdsterilen, henliz kesinlesmemis en ucuz baglanti. Q tablosu key

degerine gore siralidir.



PRIM

Prim Adim Adim: Oncelikli Kuyruk

2 w(T) = 11
4—@

Son durum: Q = @. MST = (1,3), (1,2), (2,5), (3,4), w(T) = 11 — Kruskal ile ayni agag.

Adm7/7
Kesikli cizgi: T ile gdsterilen, henliz kesinlesmemis en ucuz baglanti. Q tablosu key

degerine gore siralidir.



PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[]J[] G, int kaynak) { @ 1 3 @
int V = G.length;

1

2

3 int[] anahtar = new int[V]; 5 4
4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V]; 2

»  Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
>
>
9

anahtar[kaynak] = 0;

ata[kaynak] = -1; (:::) 3 (:::) 2 (:::)
for (int s = @; s <V - 1; s++) { . . . .

A-F cizgesi, kaynak B (indis 1). Tum anahtarlar oo;

1o int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta); anahtar[B] = 0 , ata[B] = -1 .
11 agactaf[u] = true;
12 for (int v = @; v < V; v++) Adim 1/15
13 if (G[u][v] != @ && !agacta[v]
14 && G[u][v] < anahtar[v]) { -
15 anahtar[v] = G[u][v]; DEGISKENLER
16 ata[v] = u; kaynak = B )( anahtar = [», 0, », », ®, ]
17 }
18} ata = [-, -, -, =, =, -1)(agacta = {}



PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[][] G, int kaynak) { @ 1 e 3 @
int V = G.length;

1

2

3 int[] anahtar = new int[V]; 5 4
4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V]; 2

6  Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
7
8
9
>

anahtar[kaynak] = 0;
ata[kaynak] = -1; (:::) 3 (:::) 2 (:::)
for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

int u = enKucukAnahtar(anahtar, enKucukAnahtar - u = B (anahtar 0): kaynak agaca

agacta); girer.
> agacta[u] = true;
= for (int v = @; v < V; vi+) Adim 2 /15
e if (G[u][v] != @ && l!agacta[v]
. && G[u][v] < anahtar[v]) { -
15 anahtar[v] = G[u][Vv]; DEGISKENLER
16 ata[v] = u; @- anahtar = [, 0, o o o]

17 }



PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[][] G, int kaynak) { ( : ) 1 e 3 @
int V = G.length;
5

1
2
3 int[] anahtar = new int[V]; 4

4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V]; 3 2 6 4
6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);

7

8

9

anahtar[kaynak] = 0;
ata[kaynak] = -1; @ 3 @ 2 @

for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

v = A: G[B][A] = 1 < anahtar[A] = co —» anahtar[A] =

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta); 1, atal[A]l =B .
11 agactaf[u] = true;
12 for (int v = @; v < V; vi+) Adim 3 /15
13 if (G[u][v] != @ && !agacta[v]
14 & G[u][v] < anahtar[v]) { DEGISKENLER
> anahtar[v] = G[u][v]; c=0)(u -8R
> ata[v] = u;
17 } ] | Ca.na.htar =[1, 0, ®», o, » m]>
18}

(a.ta. =08, =, =, =, =, —]) agacta = {B}




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[][] G, int kaynak) { @____ ] —m- e 3 ( : )
int V = G.length;
5 4

1
2
3 int[] anahtar = new int[V];
4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V]; 3 2 6 4
6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);

7

8

9

anahtar[kaynak] = 0;
ata[kaynak] = -1; @ 3 @ 2 @

for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

v = C: G[B][C] = 3 < anahtar[C] =  —» anahtar[C] =

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta); 3, ata[C] =B .
11 agactaf[u] = true;
12 for (int v = @; v < V; vi+) Adim 4 /15
13 if (G[u][v] != @ && lagacta[v]
14 & G[u][v] < anahtar[v]) { DEGISKENLER
> anahtar[v] = G[u][v]; < -0)(u-=-5) R
> ata[v] = u;
17 } ] | Ca.na.htar =[1, 0, 3, », », m]>
18}

(a.ta. =[B, -, B, =, -, —]) agacta = {B}




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

1 void prim(int[][] G, int kaynak) {

2 int V = G.length;

3 int[] anahtar = new int[V];

4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V];

6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);

7 anahtar[kaynak] = 0;

8  atal[kaynak] = -1;

9 for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta);

11 agactaf[u] = true;

12 for (int v = @; v < V; Vv++)

13 if (G[u][v] != @ && lagacta[v]

14 && G[u][v] < anahtar[v]) {

> anahtar[v] = G[u][v];

> ata[v] = u;

17 }

18

=~

v = D: G[B][D] = 2 < anahtar[D] = co - anahtar[D] =
2 , ata[DP] =B .

Adim5/ 15

DEGiSKENLER

s=0)(u=B)(v=D

<§nahtar =[1, 0, 3, 2, =, “1>

(éta =[B, -, B, B, -, —1) agacta = {B}




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

1 void prim(int[][] G, int kaynak) {

2 int V = G.length;

3 int[] anahtar = new int[V];

4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V];

6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);

7 anahtar[kaynak] = 0;

8  atal[kaynak] = -1;

9 for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta);

11 agactaf[u] = true;

12 for (int v = @; v < V; Vv++)

13 if (G[u][v] != @ && lagacta[v]

14 && G[u][v] < anahtar[v]) {

> anahtar[v] = G[u][v];

> ata[v] = u;

17 }

18

@D

7 5 4

&— )

v = E: G[B][E] = 6 < anahtar[E] = «o —» anahtar[E] =

6 , atal[E] =B .

Adim 6/ 15

DEGiSKENLER

s=0)(u=B)(v=E

<§nahtar =[1, 0, 3, 2, 6, M1>

(éta = [B, -, B, B, B, —1) agacta = {B}




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

1 void prim(int[][] G, int kaynak) {

2 int V = G.length;

3 int[] anahtar = new int[V];

4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V];

6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);

7 anahtar[kaynak] = 0;

8  atal[kaynak] = -1;

9 for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta);

11 agactaf[u] = true;

12 for (int v = @; v < V; Vv++)

13 if (G[u][v] != @ && lagacta[v]

14 && G[u][v] < anahtar[v]) {

> anahtar[v] = G[u][v];

> ata[v] = u;

17 }

18

O O SR C

3 ’ 4

o = - ) == -

2

O,

v = F: G[B][F] = 5 < anahtar[F] = «© —» anahtar[F] =
5 , ata[F] =B .

Adim 7 /15

DEGiSKENLER

s=0)(u=B)(v=F

<§nahtar =[1, 0, 3, 2, 6, 51)

(éta = [B, -, B, B, B, Bi) agacta = {B}




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

1 void prim(int[][] G, int kaynak) { ( : ) 1 ‘____ 3 ____@

2 int V = G.length; RN

3 int[] anahtar = new int[V]; ',’ : 5\ 4

4 int[] ata = new int[V]; R . SN

5 boolean[] agacta = new boolean[V]; 3 2 ‘ ? “‘\ 4

6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE); /' : \\

7 anahtar[kaynak] = 0; ’ - N

8  atal[kaynak] = -1; @ 3 @ 2 @

9 for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

> T enKucukAnahtar - u = A (anahtar 1); (B,A) agaca
agacta); girer. w(T) = 1. AD = 3 > anahtar[D] = 2: guincelleme yok.

> agacta[u] = true;

12 for (int v = 8 v < V; v++) Adim 8 /15

13 if (G[u][v] != @ && lagacta[v]

14 && G[u][v] < anahtar[v]) { -

15 anahtar[v] = G[u][v]; DEGISKENLER

16 ) = s @ anahtar = [1, @, 3, 2, 6, 5]

17

18} J ata = [B, -, B, B, B, B] )( agacta = {B,A})

19}



PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

1 void prim(int[][] G, int kaynak) {

2 int V = G.length;

3 int[] anahtar = new int[V];

4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V];

6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
7 anahtar[kaynak] = 0;

8  atal[kaynak] = -1;

9 for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

> int u = enKucukAnahtar(anahtar,

enKucukAnahtar - u = D (anahtar 2); (B,D) agaca

agacta); girer. w(T) = 3.
> agacta[u] = true;
12 for (int v = 8 v < V; v++) Adim 9 /15
13 if (G[u][v] != @ && lagacta[v]
14 && G[u][v] < anahtar[v]) { -
15 anahtar[v] = G[u][v]; DEGISKENLER
16 ata[v] = u; @@ anahtar = [1, @, 3, 2, 6, 5
. } [v] (u=p) [1, 0, 3, 2, 6, 5]
18 3 ata = [B, -, B, B, B, B] ) (agacta = {8B,A,D})

19}



PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

1 void prim(int[][] G, int kaynak) {

2 int V = G.length;

3 int[] anahtar = new int[V];

4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V];

6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
7 anahtar[kaynak] = 0;

8  atal[kaynak] = -1;

9 for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

v = E: G[D][E] = 3 < anahtar[E] = 6 - anahtar[E] =

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta); 3 , atal[E] =D .
11 agactaf[u] = true;
12 for (int v = @; v < V; v++) Adim 10/ 15
13 if (G[u][v] != @ && !agacta[v]
14 & G[u][v] < anahtar[v]) { DEGISKENLER
> anahtar[v] = G[u][v]; < =2)(u =0 @EE
> ata[v] = u;
17 } <§nahtar =[1, o, 3, 2, 3, 51)
18}

(ata = [, -, B, B, D, B]) agacta = {B,A,D}




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[]J[] G, int kaynak) {
int V = G.length;
int[] anahtar = new int[V];
int[] ata = new int[V];
boolean[] agacta = new boolean[V];
Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
anahtar[kaynak] = 0;
ata[kaynak] = -1;
for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

> int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta);
> agacta[u] = true;

for (int v = @; v < V; v++)
if (G[u][v] != @ && lagacta[v]
&& G[u][v] < anahtar[v]) {
15 anahtar[v] = G[u][v];
16 ata[v] = u;

}

5 4

@D

enKucukAnahtar - u = C (anahtar 3); (B,C) agaca
girer. w(T) = 6. C ve E esit (3): kiicuk indisli C.

Adim 11 /15

DEGiSKENLER

@ anahtar = [1, 0, 3, 2, 3, 5]

ata = [B, -, B, B, D, B] ) (agacta = {B,A,D,C})




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

1 void prim(int[][] G, int kaynak) {

2 int V = G.length;

3 int[] anahtar = new int[V];

4 int[] ata = new int[V];

5 boolean[] agacta = new boolean[V];

6 Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);

7 anahtar[kaynak] = 0;

8  atal[kaynak] = -1;

9 for (int s = 0; s <V - 1; s++) {

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta);

11 agactaf[u] = true;

12 for (int v = @; v < V; Vv++)

13 if (G[u][v] != @ && lagacta[v]

14 && G[u][v] < anahtar[v]) {

> anahtar[v] = G[u][v];

> ata[v] = u;

17 }

18

e 3 @ 2

v = F: G[C][F] = 4 < anahtar[F] =5 — anahtar[F] =
4 , atal[F] =C .

Adim 12 /15

DEGiSKENLER

s =3 u==¢C v =F

<§nahtar =[1, o, 3, 2, 3, ui)

(ata = [8, -, B, B, D, C1) agacta = {B,A,D,C}




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[]J[] G, int kaynak) { ( : ) 1 ° 3 ( : )
int V = G.length;

int[] anahtar = new int[V]; 5 4
int[] ata = new int[V];

boolean[] agacta = new boolean[V];

3
2
Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
anahtar[kaynak] = 0;
ata[kaynak] = -1; 3 2

for (int s = 0; s <V - 1; s++) { .
enKucukAnahtar - u = E (anahtar 3); (D,E) agaca

(<))
o -

Q.

> int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta); girer. w(T) = 9.
> agacta[u] = true;

for (int v = 0; v < V; v++) Adim 13 /15

if (G[u][v] != @ && lagacta[v]
&& G[u][v] < anahtar[v]) { DEGISKENLER

15 - .
. anahtar[v] G[u][v]; anahtar = [1, 0, 3, 2, 3, 4]

ata[v] = u;
} ata = [B, -, B, B, D, C]

<§gacta = {B,A,D,C,E{)




PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[]J[] G, int kaynak) { ( : ) 1 ° 3 ( : )
int V = G.length;

int[] anahtar = new int[V]; 5 4
int[] ata = new int[V];

1
2
3
4
5 boolean[] agacta = new boolean[V];
6
7
8
9

3
2
Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
anahtar[kaynak] = 0;
ata[kaynak] = -1; 3 2_G>

for (int s = 0; s <V - 1; s++) {
v = F: G[E][F] = 2 < anahtar[F] = 4 —» anahtar[F] =

10 int u = enKucukAnahtar(anahtar,
agacta); 2 , atal[F] = E .
11 agactaf[u] = true;
12 for (int v = @; v < V; v++) Adim 14/15
13 if (G[u][v] != @ && !agacta[v] DEGISKENLER
14 && G[u][v] < anahtar[v]) {
> anahtar[v] = G[u][v]; s=4)(u=E)(v=F
> ata[v] = u;
1 } vl ’ <§nahtar =[1, o, 3, 2, 3, 21}
B} <§ta =[B, -, B, B, D, El)
19 3}

agacta = {B,A,D,C,E}



PRIM - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Prim: Kodu Adim Adim izle (Komsuluk Matrisi)

void prim(int[]J[] G, int kaynak) { ( : ) 1 ° 3 ( : )
int V = G.length;

int[] anahtar = new int[V]; 5 4
int[] ata = new int[V];

boolean[] agacta = new boolean[V];

3
2
Arrays.fill(anahtar, Integer.MAX_VALUE);
anahtar[kaynak] = 0;
ata[kaynak] = -1; 3%2%)
> for (int s = @; s <V - 1; s++) { L o L . .
int u = enKucukAnahtar(anahtar, Dongl V - 1 = 5 kez dondU; son digum F'nin ebeveyni
E. MST = (ata[v], v): AB, BC, BD, DE, EF —» w(T) = 11.

agacta);
agactaf[u] = true;

for (int v = @ v < V; V++) Adim 15/ 15
if (G[u][v] !'= @ && lagacta[v]
&& G[u][v] < anahtar[v]) { -
15 anahtar[v] = G[u][v]; DEGISKENLER
16 ata[v] = u; anahtar = [1, 0, 3, 2, 3, 2]



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

(————<)
R
’
’
4 2 10 5

e 20
'l
@ v @
~
-~
A Y
N
7 1 5 12
N
A Y
A
N\,
O—1—EO——
B C D E F
anahtar 0 4 7 ) ) )
ebeveyn = A =

Baslangic A: komsular B (4) ve C (7) aday olur.

Adim1/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

R @

4 ‘20 10 5
"\
A Y
& LD
Y A}
A Y \\
A 5 1
A Y
A}
EO——®
E F

B D
anahtar 0 4 7 9 ) 20
A B - B -

2

)

ebeveyn =
B agaca girer: (A,B) = 4, toplam 4. Glncellenen: D = 9, F — 20.

Adim2/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

4 20 2 10 5
O O
7 1 5 12
N @
A C D E F G
anahtar 0 4 7 9 ) )
ebeveyn = A A B = C =

C agaca girer: (A,C) = 7, toplam 11. Guncellenen: F — 1.

Adim3/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

4 20 2 10 5
O O
1
1
7 1 5 12
1
—
A C D E F G
anahtar 0 4 7 9 1 1 )
ebeveyn = A A B F C =

F agaca girer: (C,F) = 1, toplam 12. Glncellenen: E - 1, H = 3.

Adim4/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

AR el
p O\ @D

7 1 5 12
No— 0@
A C D E F G H
anahtar 0 4 7 2 1 1 10 3
- A F C E

ebeveyn

E agaca girer: (FE) = 1, toplam 13. Glncellenen:D - 2, G = 10, | — 15.

Adim5/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

7 1 5 12
o0 ®
C D E F G
anahtar 0 4 7 2 1 1 6
ebeveyn = A A E F C D

D agaca girer: (E,D) = 2, toplam 15. Glincellenen: G — 6.

Adim6/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

@@
4 20 2 10 5
1 15 @
’

‘\ Py
‘1
7 1 5 N 12
\\ ,,’
1 3 @
A B C D E F

’
4

G H |
anahtar 0 4 7 2 1 1 6 3 12
ebeveyn = A A E F C D F H

H agaca girer: (FH) = 3, toplam 18. Guncellenen: | — 12. EH = 5 artik kullanilamaz: E ve H ikisi
de agacta (d6ngu).

Adim7/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

—0——@
~
~
N
4 2 10 5
20
\,
11 15 @
7 1 5 12
o~ —®
A B C D E F

anahtar 0 4 7 2 1 1
ebeveyn = A A E F C

O o

G agaca girer: (D,G) = 6, toplam 24. Glncellenen: | — 5.

Adim8/9



PRIM

Prim Ornegi: Dokuz Diigiim (A'dan Basla)

=@
4 20 2 10 5
1 15 b
7 1 5 12
No-—0——®
A B C D E F

anahtar 0 4 7 2 1 1
ebeveyn = A A E F C

O o
w

I agaca girer: (G,I) = 5, toplam 29. Tum digumler agacta: MST = 29 (Kruskal ile ayni).

Adim9/9



PRIM

Prim: Karmasiklik Analizi

Uygulama

Komsuluk matrisi + dizi taramasi (yukaridaki
kod)

Komsuluk listesi + ikili heap (binary heap)

Tembel stirim (s6zde kod): kuyrukta kenar
kopyalari

Fibonacci heap

Yogun cizge (E = V?)
Matris strimi O(V?) en iyisidir; heap strimi
O(V?log V) olur.

en kiiciigii ctkar  anahtar azalt Toplam

V x O(V) o(1) o(V?)
V x O(log V) E x O(log V) O((V + E) log
V)

< E ekleme/cikarma, her biri O(log = O(E log E)
E)

O(log V) O(1) amortize = O(E + V log V)
amortize

Seyrek cizge (E = V)
Heap strima O(V log V); matris strdmu
gereksiz yere O(V?).



PRIM
Prim ile Dijkstra Arasindaki Fark
iki algoritmanin kodu neredeyse aynidir (Bslim 4.2): bir kaynaktan baslar, éncelikli

kuyruktan en kicguk anahtarli digimu cikarir ve komsulari gevsetir. Tek fark anahtarin
anlamudir.

Prim (MST) Dijkstra (en kisa yol)
anahtar[v] V'yi agaca baglayan en ucuz tek kenar = kaynaktan v'ye toplam yol uzunlugu
Giincelleme wCu,v) < anahtar([v] uzaklik[u] + w(u,v) < uzaklik[v]
Sonug toplam agirhgi en kiiglik agag en kisa yollar agaci (SPT)
Kaynak sonucu etkilemez (ayni agirlik) sonucu belirler
Negatif agirhk = sorun degil calismaz

Bes dugumli 6rnekte 1'den en kisa yollar agaci (1,4) = 6 kenarini kullanabilir; MST onun
yerine (3,4) = 4'U secer.



BORUVKA

Boruivka (Sollin) Algoritmasi

e Minimum kapsayan agaci bulan en eski algoritma: Otakar Bortivka, 1926 (Moravya
elektrik agi). Diger adi Sollin algoritmasi.

e Baslangicta her digim bagimsiz bir bilesendir.

e Her turda her bilesen kendisini disariya baglayan en ucuz kenar secer; secilenlerin
hepsi birden eklenir.

 Bilesenler union-find ile birlestirilir; tek bilesen kalana kadar devam edilir. Bagh cizgede
[V| = 1 kenar Uretir.

Giiclii yonler Zayif yonler

+ Bilesenlerin secimleri birbirinden - Kruskal/Prim'den daha karmasik kodlanir.

bagimsiz: paralel calismaya cok uygun. - Esit agirliklarda tutarh bir esitlik bozucu

+ Tur sayisi en fazla [log, V]. (6r. kenar indisi) sart; yoksa dongu
olusabilir.



BORUVKA

Boruvka: Adimlar ve S6zde Kod

1. Baslangicta her dugumd tek basina
bir bilesen (kiime) olarak ele al.

2. Her bilesen icin, onu baska bir
bilesene baglayan en kiguk agirlikli
kenari bul.

3. Bulunan kenarlarin hepsini ekle;
bagladiklari bilesenleri birlestir (ayni
kenar iki kez eklenmez).

4. Tek bilesen kalana kadar 2 ve 3.
adimlari tekrarla.

Not: Borlvka kenarlari siralamaz;
her turda tim kenarlari bir kez
tarayip bilesen basina en kigugu
tutar.

BORUVKA(G) :
MST = [ ]

bilesenSayisi = |V|
dongii bilesenSayisi > 1 iken:
enUcuz = [ ] // bilesen basina

her bir e = (u,

v, agirlik) i¢in E icinde:

cu = ayrikKume.bul(u)
cv = ayrikKume.bul(v)

eger cu # Cv:
enUcuz[cu]
enUcuz[cv]

her bir (u, v,

min(enUcuz[cu], e)
= min(enUcuz[cv], e)
agirlik) ic¢in enUcuz iginde:

eger ayrikKume.bul(u) # ayrikKume.bul(v):
MST.ekle((u, v, agirlik))
ayrikKume.birlestir(u, v)
bilesenSayisi -= 1

dondiir MST



BORUVKA

Bortivka Adim Adim: Alt1 Diigiim

Baslangic: her digum ayn bir bilesen (6 bilesen).

Adim1/5
Kruskal kenarlari 1, 2, 3, 4, 5 sirasiyla tek tek ekler; Borivka'da ise tur 1'de dort kenar ayni

anda eklenir. Sonug¢ agaci aynidir.



BORUVKA

Bortivka Adim Adim: Alt1 Diigiim

Bilesen = En ucuz

1 B 5—@ (A} AB 1

{B} AB 1
4 7 3 ] 9 & BC5
{D} AD 4
{E} EF 2

/

Tur 1: her bilesen kendi en ucuz dis kenarini secer (mavi). AB ve EF iki bilesen tarafindan
secilir ama birer kez eklenir.

Adm2/5
Kruskal kenarlari 1, 2, 3, 4, 5 sirasiyla tek tek ekler; BortGvka'da ise tur 1'de dort kenar ayni
anda eklenir. Sonug agaci aynidir.



BORUVKA

Bortivka Adim Adim: Alt1 Diigiim
P——0——0

6 9

& o—e

Tur 1 sonu: 4 farkh kenar eklendi (AB, BC, AD, EF), 2 bilesen kaldi: {A, B, C, D} {E, F}. Toplam
12.

Adim3/5
Kruskal kenarlari 1, 2, 3, 4, 5 sirasiyla tek tek ekler; Borivka'da ise tur 1'de dort kenar ayni

anda eklenir. Sonug agaci aynidir.



BORUVKA

Bortivka Adim Adim: Alt1 Diigiim

i ‘ Bilesen = En ucuz
{A,B.C,D} BE3
! ! {E,F} BE 3

Tur 2: her bilesen kendi en ucuz dis kenarini secer (mavi). iki bilesen de ayni kenari secer.

Adim4/5
Kruskal kenarlari 1, 2, 3, 4, 5 sirasiyla tek tek ekler; Borivka'da ise tur 1'de dort kenar ayni

anda eklenir. Sonug¢ agaci aynidir.



BORUVKA

Bortivka Adim Adim: Alt1 Diigiim

I
[

Tur 2 sonu: 1 farkh kenar eklendi (BE), 1 bilesen kaldi: {A, B, C, D, E, F}. Toplam 15. MST =
15 (AB, BC, AD, EF, BE).

Adim5/5
Kruskal kenarlari 1, 2, 3, 4, 5 sirasiyla tek tek ekler; Borivka'da ise tur 1'de dort kenar ayni

anda eklenir. Sonug agaci aynidir.



BORUVKA

Bortivka Ornegi: On iki Diigiim

O, ()

13 6 15 5

20
19 10

18 16

) ®
@ ©

3 2 4 12

Q) ©

Baslangic: her digim ayr bir bilesen (12 bilesen).

Adm1/7



BORUVKA

o0 W eo

Bortivka Ornegi: On iki Diigiim

Bilesen En ucuz

(A} AC 6
/Q\l (B} BD 1

15 5 G AC6

\,\ (D} BD 1
/\f/ 20 hi {E} EF 2
19 10
8 17 11 {F} 272
/J\ (G} Gl 5
)\IE/ 18 J 16 K {H} GH 15
. i 0 Gl 5
1) L4
\Gf ﬁj (K} GK 10
L L4

Tur 1: her bilesenin en ucuz dis kenari (mavi).

Adim?2/7



BORUVKA

o0 W eo

Bortivka Ornegi: On iki Diigiim

B

71‘@20@’ \@

& — E
'S W

Tur 1 sonu: 7 farkl kenar eklendi (AC, BD, EF, GI, GH, JL, GK), 5 bilesen kaldi: {G, H, I, K} {A,
C} {B, D} {E, F} {J, L}. Toplam 43.

Adm3/7



BORUVKA

Bortivka Ornegi: On iki Diigiim

13 6 15 5 -
Bilesen = En ucuz
e 7 20 @ {A,C} BC7
14 19 10 {8D}  DF3
1 8 17 1 (EF} DF 3
{GH,IK}  KL12
9 18 16
(L} KL 12
3 2 4 12

Tur 2: her bilesenin en ucuz dis kenari (mavi).

Adm4 /7



BORUVKA

o0 W eo

Bortivka Ornegi: On iki Diigiim

®
g——0 -/ \®»

R
e v

Tur 2 sonu: 3 farkh kenar eklendi (BC, DF, KL), 2 bilesen kaldi: {A, B, C, D, E, F} {G, H, |, J, K, L}.
Toplam 65.

Adm5/7



BORUVKA

o0 W eo

Bortivka Ornegi: On iki Diigiim

,_@_\@ - /@X\@ T

{AB.CDEF} EJ18
! E {GHIJKL}y | EJ18

Tur 3: her bilesenin en ucuz dis kenari (mavi).

Adim6/7



BORUVKA

o0 W eo

Bortivka Ornegi: On iki Diigiim

X 15
——o @/ \W

10

b —h
e '

Tur 3 sonu: 1 farkl kenar eklendi (EJ), 1 bilesen kaldi: {A, B, C, D, E, F, G, H, |, J, K, L}. MIST =
83, yalnizca 3 turda.

Adm7/7



BORUVKA

Boruvka: Java Kodu ve Karmasikhik

while (bilesenSayisi > 1) {
Kenar[] enUcuz = new Kenar[V];
for (Kenar e : kenarlar) { // 1) en ucuzlar
int k1 = bul(ata, e.u), k2 = bul(ata, e.v);
if (k1 == k2) continue; // ayni bilesen
if (enUcuz[k1] == null || e.w < enUcuz[k1l].w)
enUcuz[kl] = e;
if (enUcuz[k2] == null || e.w < enUcuz[k2].w)
enUcuz[k2] = e;
}
for (Kenar e : enUcuz) {
if (e == null) continue;
int k1 = bul(ata, e.u), k2 = bul(ata, e.v);
if (k1 == k2) continue; // zaten eklendi
agac.add(e);
ata[kl] = k2;
bilesenSayisi--;

// 2) hepsini ekle

// birlestir

Her turda her bilesen en az bir baska
bilesenle birlesir — bilesen sayisi en az
yariya iner.

Tur sayisi < [log, V]; her tur tim
kenarlar bir kez tarar: O(E).

Toplam: O(E log V). Siralama
yapilmaz; "agirlik siralamasi”
gerekmez.

e.w < karsilastirmasi esitlikte ilk
(kGigUk indisli) kenari tutar: bu tutarh
esitlik bozucu donguyl onler.



TERS SILME
Ters Silme (Reverse-Delete) Algoritmasi

e Minimum kapsayan agaci bulan ag¢gozlii bir algoritmadir (Kruskal, 1956 makalesinde
onerdi).

* Kenarlar agirhklarina gore azalan sekilde siralar.
e En agir kenardan baslayarak, cizgenin baghligini bozmayan her kenari siler.

* Dongii 6zelligine dayanir: silinen kenar, bir déngiintin en agir kenaridir.

Kruskal'in aynasi Kullanim
Kruskal kiiglik kenarlari eklerken, ters silme Daha ¢ok teorik/ogretici degeri vardir; her
biiyiik kenarlari silmeye calisir. Biri bos silmede baglilik testi gerektigi icin pratikte

cizgeden, 6teki tam ¢izgeden baslar. genellikle yavastir.



TERS SILME

Ters Silme: Adimlar, S6zde Kod, Karmasiklik

1. Tm kenarlari agirligina gore azalan sekilde TERS_SILME(G):
sirala. MST = tim kenarlar
kenarlar.sirala(azalana goére)

2, Siradaki en agir kenar sil. her bir (u, v, agirlik) icin kenarlar ic¢inde:

3. Cizge artik bagh degilse silinen kenari geri MST.sil((u, v, agirlik))
ekle. ayrikKume.sifirla()
her bir (x, y) i¢in MST iginde:
4. Tum kenarlar islenene kadar 2. ve 3. adimlari ayrikKume.birlestir(x, y)
tekrarla. kok = ayrikKume.bul(V[@])
eger bir v i¢in ayrikKume.bul(v) # kok:
Karmasiklik: her kenar igin bir BFS/DFS (ya da MST.ekle((u, v, agirlik)) // geri koy

union-find ile yeniden kurma) —» O(E - (V + E)). dondiir MST

Siralamanin O(E log E) maliyeti bunun yaninda
klclk kalir.

Baghlik testi tim dugumlere bakar; kokten kopuk en az bir diigim varsa silinen kenar bir
kez geri konur.



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

@ Kenar ' w Durum

@ 9 34 15
O I

8 1-3

s D =
7

15 1-2

6 4-5

<> 9 @ 1-4

0-1

7 3-5

2-4

@ 0-3

Kenarlar azalan sirada: 15, 11,9,9, 8, 8,7, 7, 6, 5, 5. Toplam agirlik 90.

—_
—_

Ul U1 O N N 00O 00w O

Adim1/8



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

@ Kenar ' w Durum

@ 9 3=4 | 15 | sitindt
5 @ 1 5-6

8 1-3

s ® -
7

1-2

—_
—_

6 4-5

@ 9 1-4
@ 0-1

7 3-5

2-4

@ 0-3

4-3 = 15 silinir: gizge hala bagl (kenar bir donginin en agiridir).

Ul U1 O N N 00O 00w O

Adim?2/8



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

@ Kenar ' w Durum

@ 9 3=4 | 15 | sitindt
—@ —

8 1-3

s ®
7

1-2

6 4-5

() 9 @ 1-4

0-1

7 3-5

2-4

@ 0-3

6-5 = 11 silinir: cizge hala bagli (kenar bir dongtntn en agiridir).

!

Ul U1 O N N 00O 00w O

Adim3/8



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

@ Kenar ' w Durum
@ 9 3=4 | 15 | sitindt
—@ =R
s ® =
7

1-2

6 4-5

@ 1-4
@ 0-1

7 3-5

2-4

@ 0-3

1-3 = 9 silinir: gizge hala bagl (kenar bir donglnin en agiridir).

i
|

Ul U1 O N N 00 0 WO

Adim4/8



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

’@ Kenar w Durum

9 3= 15 | sitinct

5 @/’ 5-6 R 2

s ® =
7

1-2

6 4-5

@ 1-4
@ 0-1

7 3-5

2-4

@ 0-3

4-6 = 9 silinirse dugum 6 yalniz kalir —= baglilik bozulur, kenar geri eklenir.

1

Ul U1 OO N N o VW W

Adim5/8



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

@ Kenar ' w Durum

@ 9 34 45 | sitindi
5 @ 56 |+t | sitindi
3 4=3 9 | sitindi
7 @ 4-6 9 kaldi
4= 8 | sitindh
6 4-5 8
@ 1-4 7
@ 0-1 7
7 5 3-5 6
2-4 5
5

@ 0-3

2-1 = 8 silinir: cizge hala bagli (kenar bir dongtnin en agiridir).

Adim6/8



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

O,
)
O,
i[e[1[g
g

@ 4-6 kaldi
7 oy
@ @ 1-4
0-1
7 3-5
5

FIE
viunlo NN oo v |3 T
|

4-5 = 8 silinir: cizge hala bagl (kenar bir donglnin en agiridir).

Adim7/8



TERS SILME

Ters Silme Adim Adim: Yedi Diigiim

@ Kenar w Durum

@ 9 3—4 45 | sitindi
5 @ 56 |+t | sitindh
4=3 9 | sitindt

7 @ 4-6 9 kaldi

4= 8 | sitindh

6 4-5 8  sitindi

@ 1-4 7  kaldi
@ 0-1 7  kaldi

7 ; 3-5 6  kaldi

2-4 5  kaldi

5 | kaldi

Kalan 6 kenar (7, 7, 6, 5, 5 ve 9) birer kopridiir: hicbiri silinemez. 6 =V - 1 kenar, MST =
39.

Adm8/8



TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

. o
Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

>  ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7 3

3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) { o

> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil > 7

6 if (!bagliMi(v, ke)) { \ ;9

7 ke.add(i, e); // geri koy

8 it+; 15

N } 6 8

o,

11} 11

Kenarlar azalan siralanir: DE 15, FG 11, BD 9, EG 9, BC 8,
EF 8, AB 7, BE7, DF 6, AD 5, CE 5.

Adim 1/13

DEGiSKENLER

i=0)(boyut =11 )( toplam = 90



TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {
2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan

3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) {

> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil

> if (!bagliMi(V, ke)) {

7 ke.add(i, e); // geri koy

8 i++;

° )

0 %}

11} 11

En ylksek agirlikli DE incelenir: DE = 15 5|I|nd|,
bagliMi = true — silinmis kalir.

Adim2 /13

DEGiSKENLER
i=0)(e= DE(15)> (bagliMi = true>

Cboyut = 10> (topla.m = '75)




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {
ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7 3
int i = 0; o

while (i < ke.size()) { 5 5

1

2

3

4

> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil 7

> if (bagliMi(V, ke)) { 9

7 ke.add(i, e); // geri koy >@§

8 i++; 15

N } 6 8 9

113 11 é
FG cikarilirsa baghhk bozuluyor mu? FG = 11 silindi,

bagliMi = true — silinmis kalir.

Adim 3 /13

DEGiSKENLER

i=0 bagliMi = true
(boyut = 9> Ctoplam = 64)




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7 8 ,,//”j;:>
3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) { 5 5

> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil 7

> if (!bagliMi(V, ke)) { 9

7 ke.add(i, e); // geri koy

8 i++; 15

9 } 6\®/8 9

0 %}

113 11 Ei:>

Bir sonraki en agir kenar BD: BD = 9 silindi, bagliMi =
true — silinmis kalir.

Adim 4 /13

DEGiSKENLER

i=0)(e =BD(9))  bagliMi = true
toplam = 55



TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7 8 ,,,f”j;::)

3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) { 5 5

5 Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil 7

> if (!bagliMi(V, ke)) { 9

> ke.add(i, e); // geri koy %

| 2 i++; 15

9 } 6 8 \b

o @O \
\

113 11
©

EG = 9ssilinirse G yalniz kalir (FG zaten silindi) —
bagliMi = false, EG geri konur; i =1.

Adim5/13

DEGiSKENLER

(i=1)(e = EG(9)) (bagliMi = false)

boyut = 8 )( toplam = 55




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {
ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan
int 1 = @; \.\

while (i < ke.size()) {

1
2

3

4

> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil

> if ('bagliMi(V, ke)) { g)\ i g
7 ke.add(i, e); // geri koy

8 it++;

9

}
10}

113 1

BC = 8silindi, bagliMi = true — silinmis kalr.

Adm6/13

DEGiSKENLER
i=1)(e= BC(8)> (ba.gliMi = true> (boyut = '7)

toplam = 47




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7 .

3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) { 5 5
> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil 7

> if (!bagliMi(V, ke)) { g)\f’

7 ke.add(i, e); // geri koy

8 i++; 15

9 } 6\® ¢ 9

10 }
113 11 f
EF = 8 silindi, bagliMi = true — silinmis kalir.

Adm7/13

DEGiSKENLER

i=1)(e =EF(8))( bagliMi = true ) ( boyut = 6
toplam = 39



TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

1
2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan %)~~\7
~ 8
3 dint i = e; S
4 while (i < ke.size()) { 5 5
5 Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil 7
> if (!bagliMi(V, ke)) { 9
> ke.add(i, e); // geri koy g)\
| 2 i++; 15
9 } 6\® ¢ g

10 }
113 1 f
AB = 7 silinirse {A, D, F} kopar — geri konur, i = 2.

Adm8/13

DEGiSKENLER

(i =2)(e = aB(7) (bagliMi = false)

boyut = 6 )( toplam = 39




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7 .

3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) { 5 \ 5

> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil ~~7

> if (!'bagliMi(V, ke)) { 9 \\

> ke.add(i, e); // geri koy

| 2 i++; 15

9 } 6 8

113 11 Ei:)

BE = 7 silinirse {C, E, G} kopar — geri konur, i =3.

Adm9/13

DEGiSKENLER
(3 =3) (e = BE(D) (baglimi = false

boyut = 6 )( toplam = 39




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7 .

3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) { 5 5
> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil 7

> if (!bagliMi(V, ke)) { 9

> ke.add(i, e); // geri koy

| 2 i++; 15

9 } ~“~5~ 8

° e,
113 1 é
= 4.

DF = 6 silinirse {F} kopar — geri konur, i

Adim 10/ 13

DEGiSKENLER
(3 =u) (e = DF(EY) (baglimi = false

boyut = 6 )( toplam = 39




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan l
3 int i = o; 1
4 while (i < ke.size()) { !
> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil ?
> if (!bagliMi(V, ke)) { 1
> ke.add(i, e); // geri koy !
> i+ @\
° )

e}

113

8

e
o,

AD = 5 silinirse {D, F} kopar — geri konur, i =05.

DEGiSKENLER

Adim 11/13

(3 =5) (e = AD(BY) (baglimi = false

boyut =6

toplam = 39



TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

1 void tersSil(int V, List<Kenar> ke) {

2 ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan

3 int i = o;

4 while (i < ke.size()) {

> Kenar e = ke.remove(i); // gegici sil

> if (!bagliMi(V, ke)) {

> ke.add(i, e); // geri koy

> it+;

9 } 8

@

CE = 5 silinirse {C} kopar — geri konur, i =6.

Adm 12 /13

DEGiSKENLER
(i =6) (e = cE(8)) (baglimi = false

boyut = 6 )( toplam = 39




TERS SiLME - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Ters Silme: Kodu Adim Adim Izle

void tersSil(int V, List<Kenar> ke) { @ @

ke.sort((a, b) -> b.w - a.w); // azalan 7
int i = 0;
> while (i < ke.size()) { 5 5
Kenar e = ke.remove(i); // geg¢ici sil 7
6 if (!bagliMi(V, ke)) {
7

it++;

ke.add(i, e); // geri koy @
o e ®

i = boyut = 6 :dongu biter. Silinecek baska kenar
yok; kalan agag AB, AD, BE, CE, DF, EG — w = 39.

Adim 13 /13

DEGiSKENLER

i=6)(boyut =6 )( toplam = 39



KARSILASTIRMA

Dort Algoritmanin Karsilastirmasi

Bakis

Ara durum
Dayandigi 6zellik

Veri yapisi

Zaman

En uygun

Bagli olmayan
cizge

Kruskal

kenar odakl

orman
kesim

sirali kenarlar + union-
find

O(E log E)

seyrek cizge

orman verir

Prim

digim odakh

tek agac
kesim

oncelikli kuyruk / dizi

O(V?) ya da O((V + E) log
V)

yogun cizge

bir bilesen

Bortivka

bilesen odakli

orman
kesim

union-find
O(E log V)
paralel /

dagitik

orman verir

Ters silme

kenar odakli
(silme)

baglh ¢izge
dongu

BFS/DFS

O(E- (V + E))

ogretim, teori

bilesenleri korur

Dokuz digumla cizgede Kruskal ve Prim ayni agaci (29) bulur; ekleme sirasi farkhdir: Kruskal 1, 1, 2, 3,
4,5,6,7—Prim4,7,1,1,2,3,6, 5.



OZET
Ozet

Konu
MST

Ozellikler

Kruskal
Union-Find
Prim
Boruvka

Ters silme

Hatirlanacaklar
bagli, yonstiz, agirlikli cizgede toplam agirligi en kicuk kapsayan agag; V - 1 kenar

kesimin en hafif kenari glivenli; dongunin en agir kenar disarida; farkli agirliklar —
tek MST

kenarlari sirala; bul(u) # bul(v) ise ekle ve birlestir— O(E log E)
ata[] ormani; yol kisaltma + riitbe — islem basina O(a(V))

tek agaci biiyit; anahtar = agaca en ucuz kenar — O(V?) / O((V + E) log V)
her bilesen en ucuz dis kenarini ayni anda ekler; < log, V tur — O(E log V)

azalan sirada sil, baglilik bozulursa geri koy — O(E - (V + E))



OZET

Etkilesimli Simiilatorler

Minimum Kapsayan Agag

2-15 digumlu rastgele, bagl ve agirliklh
bir cizge Uretin; digumleri strukleyerek
yerlestirin. Prim (digum 0'dan) ve
Kruskal't adim adim calistirin: eklenen ve
dongu yuzinden atlanan kenarlar
gunlukte listelenir, sonunda toplam agirlik
gosterilir.

Onerilen deneyler

Ayni ¢gizgede iki algoritmayi ardisik
calistirip toplam agirligin ayni, ekleme
sirasinin farkli oldugunu gorin. Agirhiklar
esit kenarlar oldugunda iki agacin
farkhlasip farklilasmadigini gézlemleyin.


http://localhost:8765/Chapter_04_MST.html

OZET

Sik Yapilan Hatalar

MST'yi en kisa yol agaci sanmak

MST toplam agirhgi kicultur; iki digim arasindaki
MST yolu en kisa yol olmak zorunda degildir.

Prim'de uzaklhik toplamak

anahtar[u] + w yazmak Dijkstra'dir. Prim'de
anahtar yalnizca tek kenarin agirhgidir.

Bagl olmayan ¢izge

MST yoktur, minimum kapsayan orman vardir.
while (agac.size() < V - 1) kenarlar bitince
dizi sininni asar.

Dongiiyii komsulukla denetlemek

Kruskal'da "u ile v dogrudan bagli mi?" yetmez;
ayni bilesende mi sorusu (bul) sorulmalidir.

Negatif agirliktan korkmak

MST algoritmalar negatif agirlikla da dogru calisir
(yalnizca karsilastirma yapilir); sorun Dijkstra'ya
6zgudur.

Yonlii cizgeye uygulamak

Bu algoritmalar yonsuz cizge igindir. Yonlu karsilig
(minimum kapsayan dallanma) Chu-Liu/Edmonds
algoritmasidir.



OZET

Ornek Problemler

Cizge: AB=2,AC=3,BC=1,BD =4,CD =5, CE = 6, DE = 7 (yonsuz).

1. Kruskal'in inceledigi kenarlari sirasiyla yazin; hangileri reddedilir? w(T) = ?

2. Prim'i A'dan calistirin: diigiimler hangi sirayla agaca girer? ilk adimdan sonra anahtar dizisi nedir?
3. Borlivka kac turda biter? Tur 1'de hangi kenarlar segilir?

4. Ters silme hangi kenarlari siler?

5. 100 dagumli bagl bir ¢izgenin MST'sinde kag kenar vardir?

6. Tum agirliklara 5 eklenirse MST degisir mi? Toplam ne olur?

» Cevaplarn goster



OZET

Alhstirmalar

1. Tum agirhklar farkliysa MST'nin tek oldugunu kesim 6zelligiyle gosterin.

2. En biiyiik kapsayan agaci bulmak igin Kruskal't nasil degistirirsiniz?

3. Dokuz digimli 6rnegin MST'sini kullanarak digumleri 3 kiimeye ayirin.

4.0.5, atal[bul(x)] = bul(y) : birlestir (0,1), (2,3), (1,3), (4,5), (3,5). Son ata ? bul(®) neyidegistirir?
5.V = 1000: Prim O(V?) ve O(E log V) striimlerini E = 5 000 ve 500 000 icin karsilastirin.

6. Kruskal'i bagli olmayan ¢izgede orman déndurecek bicimde duzeltin.

» Cevaplar / ipuglan



OZET
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Son

Boliim 4.3: Minimum Kapsayan Agag Algoritmalan

Sonraki bolum: Bolim 4.4: Ag Akisi - Terim s6zlugu


http://localhost:8765/sozluk.html

