Bolum 1.2: Algoritma
Karmasikhgs

Algoritmalar
Zaman ve bellek En iyi / en koti / ortalama Biyuk O, Q, © Blylme siniflari
Dongu analizi Ozyineleme bagintilari Ana Teorem f1-f6 ornekleri
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GiRiS

Ogrenme Ciktilan

Kavramlar

Zaman ve bellek karmasikhgini, en iyi, en kota
ve ortalama durum analizini birbirinden
ayirmak.

Dongii analizi
Tek, i¢ ice ve carpimsal dongulerin adim

sayisini toplam formiilleriyle hesaplamak (f1,
f2, f6).

Gosterim

Buyuk O, Q ve © tanimlarini yazmak; bir
fonksiyon icin c ve ng sabitlerini bularak sinir
kanitlamak.

Ozyineleme

Ozyinelemeli kod icin baginti kurmak; acma,
Ozyineleme agaci ve Ana Teorem ile ¢cozmek
(f3, f4, 15).

Bolim boyunca alti kisa 6rnek fonksiyon (1 — 6 ) lizerinde ¢alisacagiz: her biri farkli bir
biyime sinifini (n, n?, 2", n, n log n, log* n) temsil eder.



KARMASIKLIK KAVRAMI

Algoritma Karmasikhgi

* Karmasiklik teorisi (complexity theory), bir algoritmanin kaynak kullanimini dlcer:
zaman ve bellek.

e Kaynak kullanimi, girdi boyutu n'nin bir fonksiyonu olarak yazilir: T(n), S(n).

* Amag saniye 6l¢cmek degil, girdi buyudikge kaynak ihtiyacinin nasil biiyiidiigiinii
gormektir.

Zaman karmasikhgi (time complexity) Bellek karmasikhig (space complexity)
Algoritmanin yaptigi temel islem sayisi: Algoritmanin girdiye ek olarak kullandigi
atama, karsilastirma, aritmetik islem, dizi bellek: degiskenler, yardimci diziler,

erisimi. Ozyineleme yigini.

Temel soru: Girdi boyutu iki katina ¢iktiginda calisma siresi ne olur? Ayni mi kalir, iki katina mi,
dort katina mi ¢ikar, yoksa karesi mi alinir?



KARMASIKLIK KAVRAMI

Siire Olciimii Neden Yetmez?

long baslangic = System.currentTimeMillis();
dogrusalArama(dizi, 1eee1); // 1678 eleman
long bitis = System.currentTimeMillis();

System.out.println("Gegen siire:
+ (bitis - baslangic) + " ms");

Deneysel ol¢iim

Gergek slireyi verir ama makineye baglidir;
kodun yazilmis olmasi gerekir.

e Bu kod 108 6geli bir dizide dogrusal
aramanin siresini olcer.

e Sonu¢ makineye, islemciye, JIT
derleyicisine, 6nbellege ve o anki yike
gore degisir.

e Tek bir 6lcim, girdi blylytnce ne
olacagini soylemez.

Asimptotik analiz

Adim sayisini n'nin fonksiyonu olarak verir;
makineden bagimsizdir, kod yazmadan
yapilabilir.



KARMASIKLIK KAVRAMI

Adim Sayma: dogrusalArama

for (int i = @; i < a.length; i++) { islem En kotii sayi
if (a[i] f= hedef) i=o 1
return 1i;
} i < a.length n+1
return -1;
al[i] == hedef n
i++ n
return -1 1
Toplam T(n) 3n+3

e Her temel islem 1 birim sayilir (RAM modeli). En k&t durum: hedef dizide yok.

e 3n + 3'teki 3 katsayisi ve +3 makineye gore degisir; degismeyen sey n ile dogrusal
bldylimedir - T(n) = O(n).



KARMASIKLIK KAVRAMI

En lyi, En Kétii ve Ortalama Durum

En iyi durum (best case) En kotii durum (worst Ortalama durum
En elverisli girdide en az case) (average case)
adim. Bir alt sinir verir; tek Her girdi icin gegerli bir Girdilerin bir olasilik dagilimi
basina pek bilgi tagimaz. garanti: algoritma bundan uzerinden beklenen adim
uzun sirmez. sayisl.
0 1 2 3 4 5
7 3 9 4 8 1

hedef 7 — 1 karsilastirma
En iyi durum: hedef ilk 6gedir, tek karsilastirma yeterlidir — O(1).

Adim1/3



KARMASIKLIK KAVRAMI
En lyi, En Kétii ve Ortalama Durum

En iyi durum (best case) En kotii durum (worst Ortalama durum
En elverisli girdide en az case) (average case)
adim. Bir alt sinir verir; tek Her girdi icin gegerli bir Girdilerin bir olasilik dagilimi
basina pek bilgi tagimaz. garanti: algoritma bundan uzerinden beklenen adim
uzun slirmez. sayisl.
0 1 2 3 4 5
7 3 9 4 8 1

hedef 5 — 6 karsilastirma, bulunamadi

En kotii durum: hedef dizide yok (ya da en sonda); n = 6 karsilastirma — O(n).

Adm2/3



KARMASIKLIK KAVRAMI

En lyi, En Kétii ve Ortalama Durum

En iyi durum (best case) En kotii durum (worst Ortalama durum
En elverisli girdide en az case) (average case)
adim. Bir alt sinir verir; tek Her girdi icin gegerli bir Girdilerin bir olasilik dagilimi
basina pek bilgi tagimaz. garanti: algoritma bundan uzerinden beklenen adim
uzun sirmez. sayisl.
0 1 2 3 4 5
7 3 9 4 8 1

hedef 4 — 4 karsilastirma

Ortalama durum: hedef her konumda esit olasilikla ise ortalama (1 + 2 + ... + n)/n = (n +
1)/2 = 3,5 karsilastirma — yine O(n).

Adim 3/3



KARMASIKLIK KAVRAMI

Bellek Karmasikhigi

Bellek karmasikhgi genellikle ek bellek (auxiliary space) i¢in verilir: girdinin kendisi
sayllmaz. Ozyinelemede her acik cagri yiginda bir ¢erceve (stack frame) tutar.

Kod Ek bellek Bellek Zaman
f1 : tek dongu yalnizca x ve i o) O(n)
new int[n] olusturmak n 6geli yardimci dizi O(n) O(n)
£3 :f3(n-1) + f3(n-1) y1gin derinligi n (ayni anda en ¢ok n cerceve) O(n) O2")
fu : f4(n/2) + f4(n/2) yigin derinligi = log, n O(log n) O(n)
Birlestirme siralamasi birlestirme icin yardimci dizi O(n) O(n log n)

Dikkat: Zaman ve bellek farkli biyuyebilir. f3 Ustel sayida ¢cagri yapar, ama ¢agrilar sirayla bittigi
icin yiginda ayni anda en ¢ok n cerceve bulunur.



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Buiyiik O (Big-O) Gosterimi

f(n) =0(g(n)) ©3c>0,ny:
0 <f(n) <c-g(n), hern = n,icin

400
4n?
300 f(n)
e Buyuk n'lericin f, g'nin bir sabit katini asmaz: g

bir tist sinirdir. 200

e Kiguk n'ler (n < ng) 6nemsizdir; sabit ¢arpanlar

Ll SR . e i e i

c'ye gomulir. 1oy
e Ornek:3n? + 5n + 2 < 4n? hern > 6icin — ;
o(n?). 0 2 4 8 10

Dikkat: "Buytk O en kot durumu temsil eder" ifadesi tam dogru degildir. Buytk O bir list sinir
tarudur; en kotu, en iyi ya da ortalama durumun her biri icin kullanilabilir. Genellikle en koti
durum suresi icin verildiginden bu ikisi kanstirhr.



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Bliyiilk Omega (Q) ve Bliyiik Teta (O)

Gosterim Anlami Tanim (3 ¢, no > 0, her n 2 ny igin) Benzetme

f=0(g) Ust sinir f(n) < c-g(n) f<g

f=Q(g) alt sinir f(n) > c- g(n) f>g

f=0(g) siki (kesin) sinir ¢ -g(n) £ f(n) < c2-g(n) =g
400 =

4n?

e f=0(g) & f=0(g) vef=0Q(@Q). £(n)
e 3n? + 5n + 2 hem O(n? hem O(n®)'tiir; ama

yalnizca n? icin @'drr. 200

300

3n?

e Dogrusal arama: en kotu durum ©(n), en iyi
durum ©(1); tm girdiler icin O(n) ve Q(1). 100

[o) Y T NG, W N D S S




ASIMPTOTIK GOSTERIM

Ornek: 3n?2 + 5n + 2 = O(n?)

Ust sinir: 3n? 4+ 5n + 2 < ¢, n? /5

4n?

c; = 4 deneyelim:3n* +5n + 2 <4n*en*-5n-22>0 fn)

< n > 5,37. Demek ki ng = 6. 200

3n?
Adim 1/ 4 S0

100

e |bemo = ot e d e o o s



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Ornek: 3n?2 + 5n + 2 = O(n?)

Ust sinir: 3n® + 5n + 2 < ¢, n?

c; =4 deneyelim:3n* +5n +2<4n*en’-5n-220
< n > 5,37. Demek ki ng = 6.

Kontrol: n=5 - 102 > 100 X
n=6->140<144 v

n = 5'te esitsizlik bozulur, n = 6'dan itibaren saglanir (sol
taraf 6n + 8 artar, sag taraf 8n + 4 artar).

Adim 2 /4

400

300

200

100

4n?
f(n)

3n?

e |bemo = ot e d e o o s



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Ornek: 3n?2 + 5n + 2 = O(n?)

Ust sinir: 3n® + 5n + 2 < ¢, n?

c; =4 deneyelim:3n* +5n +2<4n*en’-5n-220
< n > 5,37. Demek ki ng = 6.

Kontrol:n=5- 102> 100 X
n=6-140< 144 v

n = 5'te esitsizlik bozulur, n = 6'dan itibaren saglanir (sol
taraf 6n + 8 artar, sag taraf 8n + 4 artar).

Alt sinir: 3n? + 5n + 2 > 3n?

¢1 = 3 segilirse esitsizlik her n > 1 icin dogrudur, ¢iinkl 5n
+2>0.

Adim 3 /4

400

300

200

100

4n®
f(n)

3n?

e |bemo = ot e d e o o s

10



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Ornek: 3n?2 + 5n + 2 = O(n?)

Ust sinir: 3n® + 5n + 2 < ¢, n?

c; =4 deneyelim:3n* +5n +2<4n*en’-5n-220
< n > 5,37. Demek ki ng = 6.

Kontrol:n=5- 102> 100 X
n=6-140< 144 v

n = 5'te esitsizlik bozulur, n = 6'dan itibaren saglanir (sol
taraf 6n + 8 artar, sag taraf 8n + 4 artar).

Alt sinir: 3n? + 5n + 2 > 3n?

¢1 = 3 segilirse esitsizlik her n > 1 icin dogrudur, ¢tinkd 5n
+2>0.

3n* < f(n) <4n>n=>6

¢1 = 3, C2 = 4, no = 6 ile tanim saglanir: f(n) = ©(n?).
Sabitler tek degildir; c; = 10, no = 1 de ¢alisir.

Adim 4 /4

400

300

200

100

4n®
f(n)

3n?

e |bemo = ot e d e o o s

10



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Asimptotik Hesap Kurallari

Sabit carpanlan at
c - f(n) = O(f(n)): 5n = ©(n), n?/3 = O(n?).

Toplam kurali (ardisik kod)
O(f) + O(g) = O(max(f, g)): ©(n) dongl +
O(n®) déngl = O(n?).

Logaritma tabani 6nemsiz

log, n = logy, n / logy, a, sabit carpan fark:
O(log, n) = O(log1e n) = O(log n).

Diisiik dereceli terimleri at

Polinomda en biiyiik derece kalir: 4n* + 100n?

+7 = 0(n3.

Carpim kurali (i ice kod)
n kez calisan déngu icinde O(g) is: O(n - ). ¢
isin her turda ayni oldugunu kontrol edin!

Uslii ifadelerde taban 6nemli

3" = O(2") yanhstir, ¢linki 3"/2" = 1,5" — co.
Logaritmanin aksine Ustel tabanlar sabit
carpanla degismez.

Blylime sirasi: 1 <logn <vn<n<nlogn<n®<n®<2"<nl



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Yaygin Biiyiime Siniflan

Sinif Adi Tipik 6rnek Bu béliimde
o1 Sabit (constant) dizinin ilk 6gesini yazdirmak —
O(log n) Logaritmik ikili arama; her adimda problemi yariya f6 (Ust sinir)
indirmek
O(n) Dogrusal (linear) dogrusal arama, dizinin toplami f1, f4
O(nlog n) | Log-dogrusal birlestirme siralamasi, heap sort f5

(linearithmic)

o(n?) Karesel (quadratic) kabarcik, secimli, eklemeli siralama —
o(n?) Kibik (cubic) klasik matris carpimi f2
oM Ustel (exponential) tim alt kiimeler, saf 6zyinelemeli Fibonacci f3
O(n!) Faktoriyel tim permutasyonlar —

Siniflar yukaridan asagi yavaslar. f6'nin gercek sinifi log n'den de yavas buylyen log* n'dir
(ileride).



ASIMPTOTIK GOSTERIM

Bllytiime Egrileri

adim 2

100

e Kulguk n'de egriler birbirine yakindir; n =
4'te n?ile 2" esittir (16).

e 2"n = 6,6'da, n> n = 10'dan sonra 100
adimi asar.

75

50
¢ nlog n dogrusala yakin kalir; log n

neredeyse dizdur.
25

e Asimptotik analiz, egrilerin biiyiik n'deki
siralamasiyla ilgilenir.




ASIMPTOTIK GOSTERIM

Sayilarla Bilyiime

f(n) n=10
logz n 3,3
n 10
nlogz n 33
n? 100
n? 1000
2" 1024

* Saniyede 10° temel islem yapan bir makine varsayimiyla.

n =100
6,6

100

664

10

10°

1,3-10%

n = 1000
10

1000

9 966
10°

10°

~ 10301

n=10°
20

108
2-107
10"
108

10° icin siire*
20 ns

1 ms

20 ms

~ 17 dakika

= 32 yil

hesaplanamaz

Ders: Daha hizl bir bilgisayar sabit bir carpan kazandirir; daha iyi bir algoritma ise buyime
sinifinl degistirir. n = 10° icin n? yerine n log n kullanmak 17 dakikayi 20 milisaniyeye indirir.



DONGU ANALIZI

f1: Tek Dongii — O(n)

public int f1(int n) {
int x = 9;
for (int 1 = 0; i < n; i++) {
X++;

}

return Xx;

e ilklendirme: int x = 0; x'e 0 atar; sabit zamanh

islem, O(1).

e Dongii: for (int i = 0; i < n; i++) i 0'dan

n — 1'e kadar ilerler: n kez calisir.

e Artirma: x++; her dongu adiminda bir kez calisir;

o(1).

T(n) = 0(1) + n- 0(1) = O(n)

Dongu n kez calisir ve govdesi sabit zamanldir; toplam zaman karmasikligi ©(n) olur.
Fonksiyon x = n dondurir, yani donus degeri adim sayisinin kendisidir: f1(16) = 16, f1(32) =

32.



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi1(int n) {

| >
3

N oo b

}

int x = 0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
X++;

}

return Xx;

X+ + sayisi: 0
x sifirflanir. Henliz dongi baslamadi.
Adim 1/ 11

DEGiSKENLER

n==4)(x=0)1=-



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi1(int n) {
2  int x = 0;

I » for (int i =@; i < n; i++) {
4 X++;
>}
6  return x;
7}

X+ + sayisi: 0

i = 0: kosul 0 < 4 dogru — govdeye girilir.

DEGiSKENLER

n =14

x =0

Adim 2 / 11

i=0



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi(int n) { i=0 i=1 i=2 i=3

2 int x = 0;

3 for (int 1 = 0; i < n; i++) { [0][ ][ ][ ]
I > X++;

>} X+ + sayisi: 1

j retarn x++ —x=1.Bu, 1.dongl adimi.

}
Adim 3/ 11

DEGiSKENLER

n =4 x =1 i=0



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi1(int n) {
2 int x = 0;

I » for (int i =@; i < n; i++) {
4 X++;
>}
6  return x;
7}

X+ + sayisi: 1

i = 1: kosul 1 < 4 dogru — govdeye girilir.

DEGiSKENLER

n =14

X

=1

Adim 4/ 11



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi(int n) { i=0 i=1 i=2 i=3

2 int x = 0;

3 for (int 1 = 0; i < n; i++) { [0][1 ][ ][ ]
I > X++;

>} X+ + sayisi: 2

j retarn x++ — x =2.Bu, 2. dongl adimi.

}
Adim 5/ 11

DEGiSKENLER

n =4 X =2 i=1



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi1(int n) {
2 int x = 0;

I » for (int i =@; i < n; i++) {
4 X++;
>}
6  return x;
7}

X+ + sayisi: 2

i = 2: kosul 2 < 4 dogru — govdeye girilir.

DEGiSKENLER

n =14

X =2

Adim 6/ 11

i=2



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi(int n) { i=0 i=1 i=2 i=3

2 int x = 0;

3 for (int 1 = 0; i < n; i++) { [0][1][2}[ ]
I > X++;

>} X+ + sayisi: 3

j retarn x++ — x = 3. Bu, 3. dongl adimi.

}
Adim 7 / 11

DEGiSKENLER

n=4)(x=3)1=2



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi(int n) { i=0 i=1 i=2 i=3
2 int x = 0;
IP for (int i = @; i < n; i++) { [0][1][2}
4 X++;
>} X+ + sayisi: 3
: rerumn s i = 3: kosul 3 < 4 dogru — gdvdeye girilir.

}
Adim 8 / 11

DEGiSKENLER

n=4)(x=3)(1=3



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi(int n) { =0 i=1 i=2 i=3

2 int x = 0;

3 for (int 1 = 0; i < n; i++) { [0][1][2}[3}
I > X++;

>} X+ + sayisi: 4

i retarn s x++ — x =4, Bu, 4. dongl adimi.

}
Adim 9/ 11

DEGiSKENLER

n =4 x =4 i=3



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1 public int fi(int n) { i=0 i=1 i=2 i=3
2 int x = 0;
IP for (int i = @; i < n; i++) { [0][1][2}[3}
4 X++;
>} X+ + sayisi: 4
i return X i = 4: kosul 4 < 4 yanlis —» dongu biter. Kosuln + 1 =5

} kez denetlendi.

Adim 10/ 11

DEGiSKENLER

n=4)(x=4)(1=04



DONGU ANALIZI

f1(4): Kodu Adim Adim izle

1
2
3
4
5
| 2
7

public int f1(int n) {

}

int x = 0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
X++;

}

return Xx;

X+ + sayisi: 4

return x — 4.Govde tam n = 4 kez calisti: ©(n).

Adim 11/ 11

DEGiSKENLER

n=4)(x=4)(1=-



DONGU ANALIZI

f2: I¢ ice D6ngii — O(n3)

public int f2(int n) { e llklendirme: int x = 0; sabit zamanl, O(1).
int x = ©; o Dis dongii: i, 0'dan n - 1'e kadar: n kez calisir.
for (int 1 = 0; i < n; i++) { . i e B L2

For (int § = 0; 3 < i *i; g44) { o !g dongii: j, 0O'dani-i - 1'e kadar: i* kez calsir.
X+ e [¢ donglinin tur sayisi i'nin giincel degerine
} baghdir; bu yizden basitce "n - n" denemez, tur
} sayilarini toplamak gerekir.
return Xx;
}

Tuzak: ic ice iki dongii goériince otomatik olarak O(n®) demek yanlistir. Burada ic déngiiniin
sinirt i oldugundan sonug n® mertebesindedir.



DONGU ANALIZI

f2(5): i¢ Déngii Kag Kez Calisir?

Her cubuk, dis donglnln bir turunda (sabit i) i¢ dongunuin kag kez calistigini gosterir.
Cubuklarin toplam alani f2'nin yaptigi  x++ sayisidir.

toplam x++ =0

I = 0 iken i¢ dongu 0 kez calisir (0 x 0 = 0).

Adm1/6



DONGU ANALIZI

f2(5): i¢ Déngii Kag Kez Calisir?

Her cubuk, dis donglnln bir turunda (sabit i) i¢ dongunuin kag kez calistigini gosterir.
Cubuklarin toplam alani f2'nin yaptigi  x++ sayisidir.

toplam x++ =1

I =1 iken i¢ dongu 1 kez calisir (1 x 1 =1).

Adm2/6



DONGU ANALIZI

f2(5): i¢ Déngii Kag Kez Calisir?

Her cubuk, dis donglnln bir turunda (sabit i) i¢ dongunuin kag kez calistigini gosterir.
Cubuklarin toplam alani f2'nin yaptigi  x++ sayisidir.

. 12 = 1
0°=0 ) cmmmmmey e \
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4

toplam x++ =5

I = 2 iken ic dongu 4 kez calisir (2 x 2 = 4).

Adm3/6



DONGU ANALIZI

f2(5): i¢ Déngii Kag Kez Calisir?

Her cubuk, dis donglnln bir turunda (sabit i) i¢ dongunuin kag kez calistigini gosterir.
Cubuklarin toplam alani f2'nin yaptigi  x++ sayisidir.

32

1
(Vo)

. 12 = 1
0°=0 — | e o
i=0 i=1 i=2 i=3 =4

toplam x++ = 14

I = 3 iken i¢c dongu 9 kez calisir (3 x 3 =9).

Adim4/6



DONGU ANALIZI

f2(5): i¢ Déngii Kag Kez Calisir?

Her cubuk, dis donglnln bir turunda (sabit i) i¢ dongunuin kag kez calistigini gosterir.
Cubuklarin toplam alani f2'nin yaptigi  x++ sayisidir.

4% =16

32

1
(Vo)

. 12 = 1
0°=0 =——m
i=0 i=1 i=2 i=3 =4

toplam x++ = 30
i = 4 iken ic dongu 16 kez calisir. Genel olarak her i icin ic déngu i? kez calisir.

Adim5/6



DONGU ANALIZI

f2(5): i¢ Déngii Kag Kez Calisir?

Her cubuk, dis donglnln bir turunda (sabit i) i¢ dongunuin kag kez calistigini gosterir.
Cubuklarin toplam alani f2'nin yaptigi  x++ sayisidir.

4% =16

32

1
(Vo)

. 12 = 1
0°=0 =——m
i=0 i=1 i=2 i=3 =4

toplam x++ = 30
Toplam:0+1+4+9+16=30=(n-1)-n-2n-1)/6=4-5-9/6.f2(5) = 30 doner.

Adm®6/6



DONGU ANALIZI

f2: Toplami Hesaplamak

ic donguiniin toplam tur sayisi (i = 0'dan n -
1'e):
" li*=(m-1)'n-(2n—-1)/6
=(@2n*—-3n*+n)/6~n°/3

Baskin terim n3/3'tiir; sabit 1/3 ve diisik
dereceli terimler atilir: T(n) = O(n?).

16

32

f2(n)
14
30
1240

10 416

n3/3
21
42
1365

10 923

Kontrol: n iki katina cikinca (16 — 32) adim sayisi 10 416 / 1 240 ~ 8,4 katina cikar; 2° = 8'e

yakindir. Kiibik blylmenin isareti budur.



DONGU ANALIZI

Dongu Kahiplari ve Toplam Formiilleri

Kalip Tur sayisi

for (i = 0; i < n; i++) 21=n

for i < n icinde for (j = 0; j < n; j++) n-n

for i < n icinde for (j = 0; j < i; j++) Zi=n(n-1)/2

for i < n icinde for (j = 0; j < i * i; j++) Ti¥=(n-1)n@n - 1)/6
for (i = 1; i < n; i *»= 2) [logz n]

for (i = n; 1 >0; i /= 2) icinde for j < n n-(llogz n] + 1)

for (i =1; i < n; i *= 2) icinde for j < i 1T+2+4+..<2n
for (i =0; i<n; i=1<<1i) (f6) log* n + 1 kadar

Yontem: her dis tur icin i¢ dongUunun tur sayisini yazin, sonra bunlari toplayin.
bilinen bir seriye (aritmetik, kareler, geometrik) indirgenir.

Sonug
O(n)
o(n?)
O(n?)
o(n%)

O(log n)
O(n log n)
O(n)
O(log* n)

Toplam



DONGU ANALIZI

f6: Kaydirmal Dongii

public static int f6(int n) {
int x = 9;
// 1 << i, 2”1 ile aynidir (tasma yok sayilir)
for (int 1 =0; i <n; i=1«<<1i){
X++;

}

return Xx;

o lilklendirme: int i = @; i'ye O atar; sabit zamanli, O(1).
e Kosul: i < n herturdai'nin n'den kiigik oldugunu denetler.
e Giincelleme: i = 1 << i 1'iibit sola kaydirir; sonug 2"'dir ve sabit zamanda hesaplanir.

e Dikkat: guncelleme i =2 * i degil, i = 2*i 'dir. i'nin kendisi iis olur; bu da i'yi cok daha hizh
bayatur.



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

1 public static int f6(int n) {

OO\ICT\U'I-PW'

i degerleri (n = 20); i < 1 <<
int x = 0; ? ? ? ?
// 1 << 1 == 2”1
for (int 1 =0; i <n; i=1«<x<1i){

X+t x sifirlanir.

}
return x; Adim1/13

DEGiSKENLER

n=20)x=0 i=-



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

i degerleri (n = 20); i < 1 <<

1 public static int f6(int n) {
2  int x = 0; ::§:J ? ? ? ?
3 // 1 << i == 271
| » for(inti=e0;i<n;i=1<<i){ kosul: 0 < 20 — dogru
’ X++; i = 0 ile baslanir; kosul 0 < 20 dogru.
° 1}
7 return x; Adim2 /13
8

}
DEGiSKENLER

n =20 X =0 i =0



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

1 public static int f6(int n) { i degerleri (n = 20); i = 1 <<

2 int x = 0; B ? ? ?
3 /] 1 << i==2"
4 for (int i = 0; i < n; i =1 << i) { kosul: 0 < 20 — dogru
I > 24D X+t | - x =1,
° 1}
7 return Xx; Adim3/13
g}

DEGiSKENLER

n=20)(x=1)(i=0o0



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

i degerleri (n = 20); i« 1 <<i

1 public static int f6(int n) {
2 int x = 0; [:::] lII' 2
3/ 1 << i == 2ri '
| » for(inti=e0;i<n;i=1<<i){ kosul: 1 < 20 — dogru
> X++; i=1<<0=1; kosul 1 <20 dogru.
5}
7 return x; Adim 4 /13
8

}
DEGiSKENLER

n=20)(x=1)(1i=1



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

1 public static int f6(int n) { i degerleri (n = 20); i < 1 <<

2 int x = 0; @ . ?
3 // 1 << i==2nM '
4 for (int i = 0; i < n; i =1 << i) { kosul: 1 < 20 — dogru
I > 24D X++ - Xx=2
5 %}
7 return Xx; Adim5/13
g%

DEGiSKENLER

n=20)(x =2 i=1



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

i degerleri (n = 20); i < 1 <<

1 public static int f6(int n) {
2 int x = 0; [0}’(1]_’2 ?
3 // 1 << i == 271
| » for(inti=e0;i<n;i=1<<i){ kosul: 2 < 20 — dogru
> X++; i=1<<1=2; kosul 2 <20 dogru.
5}
7 return x; Adm6 /13
8

}
DEGiSKENLER

n=20)(x=2)(1=2



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

1 public static int f6(int n) {

—
OO\ICT\'-PLAJN

int x = 0;

// 1 << i == 271

for (int 1 =0; i <n; i=1<<1i) {
X++;

}

return x;

i degerleri (n = 20); i < 1 <<

6)-0)-E)

kosul: 2 < 20 — dogru

Xx++ — x = 3.

Adm 7 /13

DEGiSKENLER

n =20 x =3 i=2



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

i degerleri (n = 20); i < 1 <<

1 public static int f6(int n) {
OOE0 -
3 // 1 << i == 271
| » for(inti=e0;i<n;i=1<<i){ kosul: 4 < 20 — dogru
> X++; i=1<<2=4kosul4 < 20dogru.
5}
7 return x; Adim 8/ 13
8

}
DEGiSKENLER

n=20)(x =3 i=4



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

1 public static int f6(int n) { i degerleri (n = 20); i = 1 <<

R oloioin
3 /] 1 << i==2"
4 for (int i =0; i <n; i=1<<1i){ kosul: 4 < 20 — dogru

| » X++; x++ —x=4.
5}
7 return Xx; Adim9/13
g}

DEGiSKENLER

n=20)(x=0)i=u



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

i degerleri (n = 20); i < 1 <<

1 public static int f6(int n) {
T DO
3 // 1 << i == 271
| » for(inti=e0;i<n;i=1<<i){ kosul: 16 < 20 — dogru
5 X++; i=1<<4=16;kosul 16 < 20 dogru.
° 1}
7 return x; Adim 10/ 13
8

}
DEGiSKENLER

" =20)(x =) @210



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

1 public static int f6(int n) { i degerleri (n = 20);i = 1 <<

2 int x = 9; [0}»[1 ]-»[2]-»[4}»[16
3 // 1 << i == 27”1
4 for (int i =0; i <n; i=1<<1i){ kosul: 16 < 20 — dogru
| » X++; x++ —Xx =05,
6}
7 return x; Adim 11/ 13
g}

DEGiSKENLER

n =20 x =5 i=16



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

public static int f6(int n) { degerleri(n =20y i —1<<i

int x = @; [ 0 J-»[ 1 ]-»[ 2 ]—»[ 4 J-»[ 16 ]-»E 65536
// 1 << 1 ==2"1 .

| >  for (int i=@; i<n;i=1<<i){ kosul: 65536 < 20 — yanlis, déngii biter
’ X++; i =1 << 16 =65536; kosul 65536 < 20 yanlis — dongu
¥ biter.
return x;
¥ Adim 12 /13

DEGiSKENLER

n=20 (x =5 (1 = 65536



DONGU ANALIZI

f6(20): Kodu Adim Adim izle

public static int f6(int n) { degerleri(n =20y i —1<<i

int x = @; [ 0 J-»[ 1 ]-»[ 2 ]—»[ 4 J-»[ 16 ]-»E 65536
// 1 << 1 ==2"1 .

4 for (int 1 =0; i <n; i=1<<1i){ kosul: 65536 < 20 — yanlis, dongii biter
X++; return x - 5.idegerleri0, 1, 2, 4, 16: yalnizca 5
} tur.
I » return x;
} Adim 13 /13

DEGiSKENLER

n =20 Xx =5 i=-



DONGU ANALIZI

f6: Gercekte Ka¢ Tur Doner?

i degerleri: 0 - 2°=1-2"=2->22=4-2*
= 16 — 2'® = 65536. Her tur i'yi iis yapar (2'nin
kuvvet kulesi).

Sik goriilen akil yiiriitme: "k adim sonra 2% >
n, Oyleysek > log, n"—bu, i =2 * i
dongusu i¢in dogrudur. f6'da ise k tur sonra i, k
— 1 kath bir kule olur; tur sayisi log* n
(yinelenmis logaritma) kadardir.

O(log n) bir tist simir olarak dogrudur, ama siki
degildir: ©(log* n).

n f6(n)

4 3

16 4

32 5
1000 5
65536 5

[log: n]

10
16

Java'da tuzak: int kaydirma miktari 32'ye gére mod alinir: 1 << 65536 = 1. Bu yuzdenn >

65536 icini 1, 2, 4, 16, 65536 dongusline girer ve f6 hi¢ bitmez. "Tasmayi yok say" varsayimi

burada onemlidir.



OZYINELEMELiIi ANALIZ

Ozyineleme Bagintisi (Recurrence)

Ozyinelemeli bir fonksiyonun siiresi, kendi daha kiigiik girdilerdeki siiresi cinsinden
yazilir:

T(n) = (alt ¢cagrilann siireleri) + (¢agr1 disinda yapilan is), T(taban) = 0(1)

Acma (yerine koyma) Ozyineleme agaci Ana Teorem

Bagintiyi kendi icine tekrar Her cagniyi bir digum olarak T(n) = aT(n/b) + f(n)
tekrar koyup bir orintu cizip her seviyedeki isi bicimindeki bol-ve-fethet
bulmak; taban duruma toplamak. (f3, f4, f5) bagintilarini dogrudan
ulasinca toplamak. (f3) ¢ozmek. (f4, f5)

Baginti kurarken sorular: Kac 6zyinelemeli ¢cagri var? Her ¢cagrinin girdisi ne kadar kucultyor
(n = 1 mi, n/2 mi)? Cagrilar disinda ne kadar is yapiliyor?



OZYINELEMELiIi ANALIZ

f3: iki Cagri, n - 1 - O(2")

public long f3(int n) { e Taban durum (base case): n < 1 iken 1 d6ner;
if (n<=1) { sabit zamanh, O(1).
return 1; o Ozyinelemeli durum (recursive case): n > 1 iken
} iki kez £3(n - 1) cagrilir ve sonuglar toplanir
return f3(n - 1) + f3(n - 1); .
} (sabit is ).

T(n)=2T(n—1)+c, n>1 T(1)=c

Girdi her ¢cagrida yalnizca 1 azalir ama cagri sayisi her seviyede ikiye katlanir. Bu baginti T(n/b)
biciminde olmadigi icin Ana Teorem uygulanamaz; agma yontemiyle ¢ozulir.



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

1 public long f3(int n) {

| >
3

o) IV, N N

}

if (n <= 1) {
return 1;

}
return f3(n - 1) + f3(n - 1);

f3(2) f3(2)

f3(1) f3(1) f3(1)

£3(3) cagnldi: 3 > 1, taban durum degil.

f3(1)

Adim 1/10
DEGiSKENLER CAGRI YIGINI
n =3 )(sonug = - [43(3)

cagri =1



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

.~ 3
1 public long f3(int n) { ) p
2 if (n <= 1) { s 303) ,‘
3 return 1; s e’
S

| > return f3(n - 1) + f3(n - 1);
. B(2)
f3(1) f3(1) f3(1) f3(1)

Satir 5:ilk  £3(2) cagnsi. f3(3) yiginda bekliyor.

Adim 2 /10

DEGiSKENLER CAGRI YIGINI

@ sonug = - [43(2)




OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

.~ 3
1 public long f3(int n) { ) p
> if (n<=1) { ' f33) ,I
> return 1; ) e’
iy —/
5 return f3(n - 1) + f3(n - 1); 'l' R
6} ' 13(2) ,} f3(2)
el L

@ =1 f3(1) f3(1) f3(1)

£3(1) :n <1 - taban durum, 1 doner.

Adim3/10

DEGiSKENLER CAGRI YIGINI

(n = 1) (sonuc; = 1) [43(1)

£3(3)



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

.~ 3
1 public long f3(int n) { ) R
> if (n<=1) { ' 133) )
> return 1; Seuls?
iy —/
5  return f3(n - 1) + f3(n - 1); 'l' R
6} ' 13(2) ,} f3(2)
Sel LY

@ =1 @ =1 . f3(1) f3(1)

f3(2) ikinci ¢agrisini yapar: yine £3(1) =1.

Adim4 /10
DEGiSKENLER CAGRI YIGINI
n=1)(sonug =1 [43(1)

£3(3)



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

1 public long f3(int n) {

2
B]
4

|>
5}

if (n <= 1) {
return 1;

}
return f3(n - 1) + f3(n - 1);

f3(2)
f3(1)
f3(2) =1 + 1 = 2 doner. Sol alt agac bitti.
Adim5/10
DEGiSKENLER CAGRI YIGINI
Cn = 2) (sonuc; = 2) [43(2)
£3(3)

cagri = 4



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

4
p N
1 public long f3(int n) { ) 303 R
'
2 if (n <= 1) { “(),-
3 return 1; a2’

S
| »  return f3(n - 1) + f3(n - 1);
5}

f3(1) f3(1)

f3(3), ikinci  £3(2) 'yi cagirir: ayni is bastan yapilir.

Adim 6 /10

DEGiSKENLER CAGRI YIGINI




OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

1 public long f3(int n) {

>
| 2

4
5
6

}

if (n <= 1) {
return 1;

}
return f3(n - 1) + f3(n - 1);

DEGiSKENLER

Cn = 1> (sonu(; = 1>

Adim7 /10

CAGRI YIGINI

[43(1)

£3(2)
£3(3)



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

1 public long f3(int n) {

>
>

4
5
6

}

if (n <= 1) {
return 1;

}
return f3(n - 1) + f3(n - 1);

DEGiSKENLER

n=1)(sonug =1

Adim 8 /10

CAGRI YIGINI

[43(1)

£3(2)
£3(3)



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

1 public long f3(int n) {

2
B]
4

|>
5}

if (n <= 1) {
return 1;

}
return f3(n - 1) + f3(n - 1);

ikinci f3(2) = 2 déner.

Adim9/10
DEGiSKENLER CAGRI YIGINI
Cn = 2) (sonuc; = 2) [43(2)
£3(3)

cagri =17



OZYINELEMELI ANALIiZ

3(3): Cagnilart Adim Adim izle

1 public long f3(int n) {

2
3
4

|>
5}

if (n <= 1) {
return 1;

}
return f3(n - 1) + f3(n - 1);

f3(3) = 2 + 2 = 4 déner. Toplam 7 = 2 - 1 cagri; yigin derinligi
en cok 3.

Adim 10/ 10

DEGISKENLER GAGRI YIGINI

<b = 3:><§onug = 4) [F3(3) ]

cagri =17




OZYINELEMELiIi ANALIZ
f3: Bagintiyi Acma
T(n) =2T(n—1) +c

Bagintinin kendisi: iki alt cagri, sabit ek is.
Adm 1/5

Java ile sayildiginda: f3(16) 65 535, f3(32) 4 294 967 295 cagri yapar (2" - 1).



OZYINELEMELiIi ANALIZ

f3: Bagintiyi Acma

T(n) =2T(n—1) +c
Bagintinin kendisi: iki alt ¢cagr, sabit ek is.
=2[2T(n—2) +c]+c=4T(n— 2) + 3c
T(n = 1) yerine kendi tanimini koyariz.

Adim2/5

Java ile sayildiginda: f3(16) 65 535, f3(32) 4 294 967 295 cagri yapar (2" - 1).



OZYINELEMELiIi ANALIZ

f3: Bagintiyi Acma

T(n) =2T(n—1) +c
Bagintinin kendisi: iki alt ¢cagr, sabit ek is.
=2[2T(n—2)+c]+c=4T(n— 2) + 3c
T(n = 1) yerine kendi tanimini koyariz.

=8T(n—3) + 7c

Bir kez daha aginca 6riintu belirir: katsayilar 2, 4, 8 ...

Adm3/5
Java ile sayildiginda: f3(16) 65 535, f3(32) 4 294 967 295 cagri yapar (2" - 1).



OZYINELEMELiIi ANALIZ

f3: Bagintiyi Acma

T(n) =2T(n—1) +c
Bagintinin kendisi: iki alt ¢cagr, sabit ek is.
=2[2T(n—2)+c]+c=4T(n— 2) + 3c
T(n = 1) yerine kendi tanimini koyariz.

= 8T(n—3) + 7c

Bir kez daha acginca orintu belirir: katsayilar 2, 4, 8 ...
=2T(n - k) + (2 - 1)c

k adim sonra genel bicim. Ek is (c) ihmal edilirse T(n) = 2*

T(n - k) yazilir; buytime sinifi degismez.

Adim4 /5
Java ile sayildiginda: f3(16) 65 535, f3(32) 4 294 967 295 cagri yapar (2" - 1).



OZYINELEMELiIi ANALIZ

f3: Bagintiyi Acma

T(n) =2T(n—1) +c
Bagintinin kendisi: iki alt ¢cagr, sabit ek is.
=2[2T(n—2)+c]+c=4T(n— 2) + 3c
T(n = 1) yerine kendi tanimini koyariz.

=8T(n—3) + 7c

Bir kez daha acginca orintu belirir: katsayilar 2, 4, 8 ...
=2T(n—k) + (2 - 1)c

k adim sonra genel bicim. Ek is (c) ihmal edilirse T(n) = 2%
T(n - k) yazilir; blylime sinifi degismez.

k=n—1:T()=2"1c+ 2" = 1Dc=(2"— 1)c

Taban durum T(1) = c'ye n — k = 1 iken ulasilir. Sonug: T(n)
= O(2").
Adim5/5
Java ile sayildiginda: f3(16) 65 535, f3(32) 4 294 967 295 cagri yapar (2" - 1).



ANA TEOREM

Ana Teorem: Genel Bi¢im

Bl ve fethet (divide and conquer) algoritmalarinin bagintilarini dogrudan ¢ézmek icin
kullantlir:

T(n)=a-T(/b) +f(n), a=1,b>1

a: alt problem (gagn) sayisi - b: kliciilme orani, alt problem boyutu n/b - f(n): béime ve
birlestirme isi. Derinlik logy, n, yaprak sayisi a'°% " = nlogba,

f(n)

f(n/b) a - f(n/b)

aZ- f(n/b?

derinlik: Iogb n



ANA TEOREM

Ana Teorem: U¢ Durum

f(n), yapraklarin toplam isi olan n'°% 2 ile karsilastirilir. ¢ = f(n)'nin polinom derecesi:

Durum Kosul Sonug Sezgi

1 f(n) = O(n%), c < logp, a T(n) = O(n'°% 2 yapraklar baskin
2 f(n) = ©(n), c = logy, a T(n) = ©(n'°% 2. Jog n) = seviyeler dengeli
3 f(n) = Q(n%), c > logpavea-f(n/b) < k-f(n), k<1 = T(n) = O(f(n)) kok baskin

Dikkat: Uc durumda da yalnizca f(n) = O(n) yazmak yetmez. Ornegin f(n) = 1 de O(n?)'dir, ama
T(n) = O(1) olamaz. Bu yizden Durum 2'de f = @(n<), Durum 3'te f = Q(n°) ve diizenlilik kosulu
istenir; sonuclar © ile sikidir.

Duzenlilik kosulu (regularity), f(n) = nc gibi polinomlar icin kendiliginden saglanir: a(n/b)< =
(a/b%) ncve a/bc < 1.



ANA TEOREM

Neden U¢ Durum? Seviye Toplamlari

f(n) = n<ise agacin j. seviyesinde ai dugum, her biri (n/b)c is yapar: seviye toplami = n¢ -
(a/be)i. Toplam, orani r = a/bc olan bir geometrik seridir.

4T(n/2) + n 2T(n/2) + n 2T(n/2) + n?

=0 (J =0 | j=0 | )

]
=1 =1 ) =1
=2 =2 | ) =2 (O
i=3 ] i=3 | ) =3 O
r=2>1:artar r = 1: sabit r=1/2 < 1:azalr
Durum 1: son seviye Durum 2: log n seviye x n ig Durum 3: kék baskin —» ©(n?)
(yapraklar) baskin — ©(n?) — O(n log n)

r>1e bs<ae c<logya. Yani Ana Teoremin U¢ durumu, geometrik serinin artan, sabit ya
da azalan olmasina karsilik gelir.



ANA TEOREM

Ornek: T(n) = 2T(n/2) + O(n)

a=2 b=2 f(m =0 Bu baginti nerede cikar?
Parametreleri okuyalim: iki alt problem, her biri n/2

L e ¢ Birlestirme siralamasi
boyutunda, dogrusal birlestirme isi. 3

(merge sort): diziyi ikiye bal, iki yariyi sirala,
O(n)'de birlestir.

e Bolumdeki 5 fonksiyonu: f1(n) + iki
£5(n/2) c¢agrisi.

Adim1/5

e Hizli siralamanin (quicksort) dengeli béime
durumu.



ANA TEOREM

Ornek: T(n) = 2T(n/2) + O(n)

a=2, b=2, f(n)=0(n) Bu baginti nerede cikar?

Parametreleri okuyalim: iki alt problem, her biri n/2

b . . - e Birlestirme siralamasi
boyutunda, dogrusal birlestirme isi. 2

(merge sort): diziyi ikiye bal, iki yariyi sirala,
O(n)'de birlestir.

e Bolimdeki 5 fonksiyonu: f1(n) + iki
Adm?2/5 £5(n/2) cagrisi.

logha=log,2=1

Yaprak isinin tsst 1'dir: n'°9:2 = n,

e Hizli siralamanin (quicksort) dengeli béime
durumu.



ANA TEOREM

Ornek: T(n) = 2T(n/2) + O(n)

a=2, b=2, f(n)=0(n) Bu baginti nerede cikar?

Parametreleri okuyalim: iki alt problem, her biri n/2

b . . - e Birlestirme siralamasi
boyutunda, dogrusal birlestirme isi. 2

(merge sort): diziyi ikiye bal, iki yariyi sirala,

logpa = log, 2 =1 O(n)'de birlestir

Yaprak isinin Gssi 1'dir: n°9:? = n. o Bolumdeki 5 fonksiyonu: f1(n) + iki
f(n) =0(m") »c=1 £5(n/2) cagrisi.

f(n)'nin derecesi c = 1. e Hizli siralamanin (quicksort) dengeli béime

durumu.
Adim3/5



ANA TEOREM

Ornek: T(n) = 2T(n/2) + O(n)

a=2, b=2, f(n)=0(n) Bu baginti nerede cikar?

Parametreleri okuyalim: iki alt problem, her biri n/2

b . . - ¢ Birlestirme siralamasi
boyutunda, dogrusal birlestirme isi. 2

(merge sort): diziyi ikiye bal, iki yariyi sirala,

logya=logz2=1 O(n)'de birlestir

Yaprak isinin Gssti 1'dir: nes:2 = n. o Bolimdeki €5 fonksiyonu: £1(n) + iki
f(n) = (") »c=1 £5(n/2) c¢agrisi.

f(n)'nin derecesi ¢ = 1. e Hizli siralamanin (quicksort) dengeli béime

durumu.
¢ = logy a » Durum 2

Usler esit: her seviye ayni (n) isi yapar.

Adm4/5



ANA TEOREM

Ornek: T(n) = 2T(n/2) + O(n)

a=2, b=2, f(n)=0(n) Bu baginti nerede cikar?

Parametreleri okuyalim: iki alt problem, her biri n/2

L o Birlestirme siralamasi
boyutunda, dogrusal birlestirme isi. 3

(merge sort): diziyi ikiye bal, iki yariyi sirala,

logha=log:2=1 O(n)'de birlestir.
Yaprak isinin Gssti 1'dir: n'°9:2 = n, o Boluimdeki 5 fonksiyonu: f1(n) + iki
fm)=0(mH) »c=1 5(n/2) cagrisi.

e Hizli siralamanin (quicksort) dengeli bélme
durumu.

f(n)'nin derecesi ¢ = 1.
¢ = logy a » Durum 2
Usler esit: her seviye ayni (n) isi yapar.
T(n) = ©(nlogn)
Durum 2: T(n) = ©(n'°%2 - log n) = O(n log n).
Adim5/5



ANA TEOREM

Ana Teorem: Ornekler

Baginti
T(n/2) + 1
2T(n/2) + 1
2T(n/2) + n
3T(n/2) + n
4T(n/2) + n
7T(n/2) + n?
2T(n/2) + n?

T(n/2) + n

a,b
1,2
2,2
2,2
3,2
4,2
7,2
2,2

1,2

logy, a
0
1
1

~ 1,585

=~ 2,807

Sonug
O(log n)
O(n)

O(n log n)
O(n'58)
o(n?

@(n2,807)

Algoritma

ikili arama

f4, agag gezme
f5, birlestirme sir.
Karatsuba carpma

Strassen

hizli segme (ortalama)

Durum 3 satirlarinda dizenlilik: 2(n/2)* = n?/2 < 2 n®*ve 1-(n/2) < V2 n, k = V2 ile saglanr.



ANA TEOREM

Ana Teorem Ne Zaman Uygulanamaz?

Cikarmali bagintilar Polinom olmayan fark

T(n) =2T(n = 1) +c(f3)yadaT(n) =T(n - 1) T(n) = 2T(n/2) + n/ log n: f(n), n'den yalnizca
+ n: alt problem n/b degil, n - 1. A¢ma log carpani kadar kicuk; hi¢cbir duruma
yontemi kullanilir. girmez.

Esit olmayan bélme Sabit olmayanayadaa < 1

T(n) = T(n/3) + T(2n/3) + n: alt problemler T(n) = 2" T(n/2) + nyada T(n) = V2 T(n/2) + n:
farkh boyutta. Ozyineleme agaci (ya da Akra— teoremin a > 1 sabit varsayimi bozulur.

Bazzi) ile ©(n log n).

Temel bicimin bir genislemesi: f(n) = ©(n'°%2 - log* n) ise T(n) = O(n'°% 2 - [og**" n). Ornegdin T(n)
= 2T(n/2) + nlog n = O(n log® n).



UYGULAMA: F4 VE F5

f4: iki Cagn, n/2 — O(n)

public int f4(int n) { e Taban durum: n < 1 iken 1 déner; O(1).
if (n<=1) o Ozyinelemeli durum: n > 1 iken iki kez
return 1; fu(n/2) cagnlir, sonuclar toplanir (sabit is).
}
return f4(n / 2) + f4(n / 2);
}

T(n) = 2T(n/2) + 0(1), T(1)=0(1)

f3 ile tek fark girdinin n = 1 yerine n/2 olmasidir; ama bu, sonucu ©(2")'den ©(n)'ye indirir. iki
cagr her zaman Ustel stre demek degildir: girdinin ne kadar kictldiugu belirleyicidir.



UYGULAMA: F4 VE F5

f4(8): Ozyineleme Agac

1 1 1 1 1 1 1 1

Kok: fu(8) yalnizca sabit is (c) yapar ve iki cagri baslatir.

Adm1/4
Seviye toplamlari geometrik olarak artar; toplami son terim (yapraklar) belirler. Java ile: f4(16)
31, f4(32) 63 cagri yapar (2n - 1).



UYGULAMA: F4 VE F5

f4(8): Ozyineleme Agac

®

Seviye 1:iki fu(4) cagrisi, toplam 2c.

Adm2/4
Seviye toplamlari geometrik olarak artar; toplami son terim (yapraklar) belirler. Java ile: f4(16)
31, f4(32) 63 cagri yapar (2n - 1).



UYGULAMA: F4 VE F5

f4(8): Ozyineleme Agac

Seviye 2: dort fu(2) c¢agnsi, toplam 4c. Seviye isi her adimda ikiye katlaniyor.

Adm3/4
Seviye toplamlari geometrik olarak artar; toplami son terim (yapraklar) belirler. Java ile: f4(16)
31, f4(32) 63 cagri yapar (2n - 1).



UYGULAMA: F4 VE F5

f4(8): Ozyineleme Agac

Yapraklar: sekiz fu4(1) ,toplam 8c =n-c Toplamc(1 +2 +4 +8) =15c = (2n - 1)c -
O(n).

Adim4 /4

Seviye toplamlari geometrik olarak artar; toplami son terim (yapraklar) belirler. Java ile: f4(16)
31, f4(32) 63 cagri yapar (2n - 1).



UYGULAMA: F4 VE F5
f4: Ana Teorem ile Coziim
T(n) = 2T(n/2) + 0(1)

Genel bicim T(n) = aT(n/b) + f(n) ile eslestirelim.
Adm1/5

Agag ile ayni sonucg

Ozyineleme agacinda 2n - 1 digim vard.
Ana Teorem bu toplami hesaplamadan
ayni sonucu verir: yapraklar baskin.

Not: f4 icin "O(log n)" demek sik yapilan
bir hatadir; dogrusu ©(n)'dir. log n, yalnizca
yigin derinligidir (bellek).



UYGULAMA: F4 VE F5

f4: Ana Teorem ile Coziim

T(n) = 2T(n/2) + 0(1)
Genel bicim T(n) = aT(n/b) + f(n) ile eslestirelim.
a=2b=21fn)=0(1)
Ornekte a =2, b = 2, f(n) = O(1).
Adim2/5

Agag ile ayni sonucg

Ozyineleme agacinda 2n - 1 digim vard.
Ana Teorem bu toplami hesaplamadan
ayni sonucu verir: yapraklar baskin.

Not: f4 icin "O(log n)" demek sik yapilan
bir hatadir; dogrusu ©(n)'dir. log n, yalnizca
yigin derinligidir (bellek).



UYGULAMA: F4 VE F5

f4: Ana Teorem ile Coziim

T(n) = 2T(n/2) + 0(1) Agag ile ayni sonucg
Genel bicim T(n) = aT(n/b) + f(n) ile eslestirelim. Ozyineleme agacinda 2n - 1 dugim vardi.
a=2,b=2f(n)=0(1) Ana Teorem bu toplami hesaplamadan

Ormekte a = 2, b = 2, f(n) = O(1). ayni sonucu verir: yapraklar baskin.

Not: f4 icin "O(log n)" demek sik yapilan
bir hatadir; dogrusu ©(n)'dir. log n, yalnizca
yigin derinligidir (bellek).

logha=log,2=1
Yaprak igi n'°%:2 = n' = n,

Adim3/5



UYGULAMA: F4 VE F5

f4: Ana Teorem ile Coziim

T(n) = 2T(n/2) + 0(1) Agag ile ayni sonug

Genel bicim T(n) = aT(n/b) + f(n) ile eslestirelim. Ozyineleme agacinda 2n - 1 dugim vardi.
a=2,b=2f(n)=0(1) Ana Teorem bu toplami hesaplamadan

Ormekte a = 2, b = 2, f(n) = O(1). ayni sonucu verir: yapraklar baskin.

Not: f4 icin "O(log n)" demek sik yapilan
bir hatadir; dogrusu ©(n)'dir. log n, yalnizca
yigin derinligidir (bellek).

logha=log,2=1
Yaprak isi n'°%:2 = n' = n,
f(n) = 0(n®) »c=0< 1

f(n) = O(1), c = 0'a karsilik gelir; ¢, logy a = 1'den
kGgUktar.

Adm4 /5



UYGULAMA: F4 VE F5

f4: Ana Teorem ile Coziim

T(n) = 2T(n/2) + 0(1) Agag ile ayni sonug

Genel bicim T(n) = aT(n/b) + f(n) ile eslestirelim. Ozyineleme agacinda 2n - 1 dugim vardi.
a=2,b=2f(n)=0(1) Ana Teorem bu toplami hesaplamadan

Ormekte a = 2, b = 2, f(n) = O(1). ayni sonucu verir: yapraklar baskin.

logya = log, 2= 1 N'ot: f4 icin O(Jog n) demgk sik yapilan
| , bir hatadir; dogrusu ©(n)'dir. log n, yalnizca
3=h 00;2 — _
Yaprak isi n®9:* = n" = n. yigin derinligidir (bellek).
fn)=0(n°) »>c=0<1

f(n) = O(1), c = 0'a karsilik gelir; ¢, logy, a = 1'den
kGgUktar.

Durum 1: T(n) = ©(n'°¢22) = O(n)

Ana Teoreme gore f(n) = O(n°), ¢ < logp a ise T(n) =
O(n'°%2). Sonuc: O(n).

Adm5/5



UYGULAMA: F4 VE F5

f5: Dogrusal is + Iki Cagri — O(n log n)

public int f5(int n) { e Taban durum: n < 1 iken 1 déner; O(1).
if (n<=1) o Ozyinelemeli durum: n > 1 iken énce f1(n)
return 1; cagrilir (O(n) is), sonra iki kez £5(n/2) .
}
return f1(n) + f5(n / 2) + f5(n / 2);
}

T(n) =2T(n/2) + f1(n) = 2T(n/2) + O(n)

f4'ten tek farki her cagrida yapilan dogrusal istir. Bu, birlestirme siralamasinin bagintisiyla
aynidir. Sonug "O(n + log n)" degil, ©(n log n)'dir.



UYGULAMA: F4 VE F5

f5(8): Ozyineleme Agaci

Kok: £5(8) icinde f1(8) 8 adim yapar.

Adim 1/ 4
loga n seviyenin her biri n is yapar. Java ile: f5(16) = 80 = 16 - 4 + 16, f5(32) = 192 = 32 - 5 + 32.



UYGULAMA: F4 VE F5

f5(8): Ozyineleme Agaci

a e 4+4=8

Seviye 1:iki £5(4) , her biri f1(4) = 4 adim — toplam 8.

Adim 2 /4
loga n seviyenin her biri n is yapar. Java ile: f5(16) = 80 = 16 - 4 + 16, f5(32) = 192 = 32 - 5 + 32.



UYGULAMA: F4 VE F5

f5(8): Ozyineleme Agaci

o |
O B s

Seviye 2: dort £5(2) , her biri 2 adim — yine 8. Her seviye n is yapar.

Adim 3 /4
loga n seviyenin her biri n is yapar. Java ile: f5(16) = 80 = 16 - 4 + 16, f5(32) = 192 = 32 - 5 + 32.



UYGULAMA: F4 VE F5

f5(8): Ozyineleme Agaci

Yapraklar 8 x 1. Toplam 3-8 + 8 =32 = nlog, n + n = O(n log n). Java: f5(8) = 32.

Adim 4 / 4
log, n seviyenin her biri n is yapar. Java ile: f5(16) =80 = 16 - 4 + 16, f5(32) = 192 = 32 - 5 + 32.



UYGULAMA: F4 VE F5
f5: Ana Teorem ile Coziim
T(n) = 2T(n/2) + O(n)

T(n) = aT(n/b) + f(n) biciminde.
Adim1/4

Cagn

Ek is f(n)
cvslogy a
Durum

Sonug

f4
2 x n/2
o(1)
0<1

O(n)



UYGULAMA: F4 VE F5

f5: Ana Teorem ile Coziim

T(n) = 2T(n/2) + O(n)

T(n) = aT(n/b) + f(n) biciminde. Cagn
a=2,b=21fn)=0(n) Ek is f(n)
Parametreler 4 ile ayni, yalnizca f(n) degisti. c vs logp, a
pdm /4 Durum

Sonug

f4
2 x n/2
o(1)
0<1

O(n)



UYGULAMA: F4 VE F5

f5: Ana Teorem ile Coziim

T(n) = 2T(n/2) + O(n)

T(n) = aT(n/b) + f(n) biciminde. Cagn
a=2,b=21f(n)=0(n) Ek is f(n)
Parametreler f4 ile ayni, yalnizca f(n) degisti. cvs logp, a

logha=log,2=1, c=1 Durum
f(n) =©(n) - c =1 =logy a. Sonuc

Adm3/4

f4
2 x n/2
o(1)
0<1

O(n)



UYGULAMA: F4 VE F5

f5: Ana Teorem ile Coziim

T(n) = 2T(n/2) + O(n)

T(n) = aT(n/b) + f(n) biciminde.
a=2,b=21f(n)=0(n)

Parametreler f4 ile ayni, yalnizca f(n) degisti.
logha=1log,2=1 c=1

f(n) =©(n) - c =1 = logy a.
Durum 2: T(n) = ©(n'°®?log n) = O(n log n)

Usler esit: ©(n log n). Bslimiin basindaki érnekle ayni
baginti.

Adm4/4

Cagn

Ek is f(n)
cvslogy a
Durum

Sonug

f4
2 x n/2
o(1)
0<1

O(n)



KARSILASTIRMA

f1-f6: Java ile Ol¢iilen Adim Sayilari

Fonksiyon
f1 donls
2 donuls
3 cagn
fu cagr
£5 donuUs

6 donuUs

Okuma ipucu: n iki katina ¢ikinca oran, biytme sinifini ele verir: ©(n) —

Baginti / toplam
21=n

3i?

2TIn -1 +c
2T(n/2) + ¢
2T(n/2) + n

i 20

n=16
16
1240
65 535
31

80

x2'den biraz fazla, ©(n® — x8, O(2") — x2".

n=32
32
10416

4294 967 295
63

192

Oran Sonug

x 2 O(n)

x 8,4 o(n?

x 65537 O2")
x 2 O(n)

x2,0(nlog n) —»



KARSILASTIRMA

Deneyin: f1-f6 Adim Sayaci

n - C— 16 n/2 ([ nx2
Fonksiyon Adim sayisi = Goreli biiyiikliik (log dlcek)
f1 O(n) 16
f2 O(n’) 1240
3 02" 65 535
£ O(n) 31
5 O(nlog n) 95
f6 O(log* n) 4

n = 16: f3 tek basina 65 535 cagri yapar.

Adim: f1, f2, f6 icin  x++ sayisi; f3, f4 icin cagn sayisi; f5 icin cagn + f1 dongi adimlari.
Degerler kodun mantigiyla hesaplanir (f3 igin Bigint).



KARSILASTIRMA

Kisa Bakis: Amortize Analiz

e Amortize analiz (amortized analysis), bir
islem dizisinin toplam maliyetini islem 9
sayisina boler.

e Dinamik dizi: dolunca kapasite ikiye katlanir ,
ve tim 6geler kopyalanir (pahali); diger : 2 : : 1 :
eklemeler 1 birimdir. /M |_| / [

1 2 3 4 5 6 7 8 9

e n eklemede kopyalar 1 +2 +4 + ... < 2n - toplam = 24 - ortalama = 2,67

toplam < 3n — ekleme basina amortize
o(1). Kapasite 1'den baslayarak 9 ekleme; turuncu

e Ortalama durumdan farkldir: olasilik yoktur, cubuklar kapasite artirma (kopyalama) icerir.
her islem dizisi icin garanti verir.

Tek bir eklemenin en kétl durumu O(n) olsa da, dizinin tamami icin 24 < 3 -9 = 27 birim
harcanir. Ayrinti: toplama, hesap (accounting) ve potansiyel yontemleri.



OZET
Ozet

Konu

Karmasikhk

Gosterim

Dongiiler
Ozyineleme

f3
Ana Teorem

f4, 5

Hatirlanacaklar

zaman = temel islem sayisi T(n); bellek = ek bellek (yigin dahil); en iyi / en kota /
ortalama

O: Ust, Q: alt, ©: siki sinir; ¢ ve ng ile kanitlanir; sabitler ve diistk terimler atilir

tur sayilarini topla: f1 £1 = n - O(n); f2 2i* - O(n®); f6 i —« 2' - O(log* n) (O(log
n) siki degil)

baginti kur: cagri sayisi, kiigiilme bicimi, ek is; agma veya 6zyineleme agaci ile
¢oz

2T(n = 1) + c = (2" - T)c — O(2"); Master uygulanamaz
aT(n/b) + f(n): f(n)'yi n'°9 2 ile karsilastir; yapraklar / dengeli / kdk baskin

2T(n/2) + 1 = Durum 1, ©(n); 2T(n/2) + n = Durum 2, ©(n log n)



OZET

Etkilesimli Simiilatorler

Asimptotik Buyiume Ozyineleme ve Ana Amortize Analiz
Gezgini Teorem Dinamik diziye 6ge

log n, n, nlog n, n? n®ve a, b ve f(n) = nk girerek ekleyip kapasite

2"yi ayni n'de T(n) = aT(n/b) + f(n) icin artislarini, gercek maliyeti
karsilastirin; iki dzyineleme agacinin ve ekleme basina
fonksiyonun kesisme seviyelerini cizdirin ve ortalama maliyeti izleyin.
(crossover) noktasini durumu siniflandirin.

bulun.


http://localhost:8765/Chapter_01_Asymptotic_Growth_Explorer.html
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OZET

Sik Yapilan Hatalar

Biiyiik O = en kotii durum sanmak

O bir ust sinirdir; en kétd durum ise bir girdi
tartdar. "En iyi durum O(1)" da gecerli bir
ciimledir.

"i¢ ice dongii = n*"
ic dénguiniin sinirina bakin: f2'de i? oldugu icin
O(n?); i *= 2 dongusu ise log n tur déner.

Master'i her bagintiya uygulamak
T(n - 1) iceren, esit bolmeyen ya da f(n) = n/log
n olan bagintilarda teorem gecerli degildir.

Sabitleri ve kiigiik terimleri yazmak

O(3n + 3), O(n?/3 + n) yazilmaz: O(n) ve O(n?
yeterlidir.

"iki cagn = iistel"
f3 (n - 1) ©(2"), f4 (n/2) ©(n)'dir. Kiictilme bicimi
her seyi degistirir.

Durum 3'te diizenliligi unutmak
¢ > log, a yetmez; a - f(n/b) < k- f(n) (k < 1) de
saglanmahdir.



OZET

Ornek Problemler

1.2n + 10 = O(n) oldugunu c ve nq bularak gosterin.

2. T(n) = 3T(n/3) + n bagintisini ¢6zun.

3. T(n) = 9T(n/3) + n bagintisini ¢dzun.

4.T(n) = T(n/2) + n bagintisini ¢dzun (diuzenliligi kontrol edin).

5 for (i =1; i <n; i*=2) for (j =0; j < i; j++) x++;

6. for (i

n; i >0; i /=2) for (j = 0; j < n; j++) x++;

» Cevaplar goster

kac kez x++ vyapar?

karmasikhgi nedir?



OZET

Alistirmalar

1. f2'de i¢ dongui kosulu  j < i olsaydi karmasiklik ne olurdu? f2(5) ne dondurirdi?

2. return g(n/2) + g(n/2) + g(n/2) + g(n/2); (taban n < 1) icin bagintiyi yazip ¢6zin.

3.f3'Un son satiri return 2 * £3(n - 1); olsaydi donis degeri ve siresi nasil degisirdi?

4.T(n) = 8T(n/2) + n*ve T(n) = 7T(n/2) + n? bagintilarini ¢dziin; hangi algoritmalara karsilik gelirler?
5.n% # O(n) oldugunu celiski ile kanitlayin.

6.f6'yi for (i = 1; i < n; i *= 2) yaparsak n = 1000 icin kag tur doner? f6(1000) ile karsilastirin.

» Cevaplar / ipuclari



OZET
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Son

Boliim 1.2: Algoritma Karmasikhgi

Sonraki bolim: Bolim 2: Siralama Algoritmalari - Terim sézliigu
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