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TEMEL KAVRAMLAR

Oyunla Baslangig¢: Yiik Dengeleme Oyunu

Oyunun kurali

isler sirayla gelir ve A, B, C sunucularindan
birine yerlesir; bir isin bitig suresi, sunucunun
toplam yukinin sunucu hizina boélumaddr.

Merak sorusu

e Her is kendi bitis sliresini en aza indirirse
sistemin toplam maliyeti de en kiguik olur
mu?

e Bencil islerin dengesi en iyi atamadan en
cok ne kadar koti olabilir?

Yik Dengeleme oyunu —

yeni is: A, B, C? -

A (hiz 2)

B (hiz 1)

~ ~

\ J

~ ~

\ J

stre4/2=2

stre2/1=2

C(hz1)

)

~—

stre1/1=1

Bitis stiresi = sunucunun toplam yiki + hizi
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TEMEL KAVRAMLAR

Ogrenme Ciktilan

Tanimlamak

Anarsinin Bedeli (PoA) ve istikrarin
Bedeli'ni (PoS) tanimlamak; aralarindaki
farki 6rnekle gostermek.

Sinin aciklamak

Dogrusal gecikmede PoA < 4/3 sinirinin
sezgisel ispatini ve sikihgini agiklamak.

Hesaplamak

Pigou, Braess ve ylik dengeleme
orneklerinde denge ve optimum
maliyetini bulup orani hesaplamak.

lyilestirmek

Tikaniklik tcretinin optimumu nasil
dengeye donusturdiguna iki yollu agda
ve Pigou aginda gdstermek.



TEMEL KAVRAMLAR

Anarsinin Bedeli: Bencilligin Faturasi

e Anarsinin Bedeli (Price of Anarchy, PoA), bencil davranisin olusturdugu en kotii denge
ile sosyal optimum arasindaki verimlilik kaybini élcer.

* Maliyet problemlerinde sosyal optimum toplam maliyeti en aza indirir.

 Trafik aginda kullanicilar kendi yolculuk strelerini azaltmaya calisirken toplam gecikme
artabilir.

e Kavrami Koutsoupias ve Papadimitriou (1999) “koordinasyon orani” adiyla tanimladi;
“anarsinin bedeli” adini Papadimitriou (2001) verdi: merkezi bir “diktator” yerine herkesin
kendi basina karar vermesinin (anarsi) bedeli.

Ornek: iki yollu agda Wardrop dengesi 75.000, sistem optimumu 71.250 arac-dk (oran 75.000 /

71.250 = 1,053); Braess aginda yeni yol sureyi 65'ten 80 dk'ya ¢ikardi. Anarsinin Bedeli bu
farklar tek bir sayiyla 6lger ve sinirlar.



TEMEL KAVRAMLAR

Nash Dengesi ve Sosyal Optimum

Nash dengesi (bireysel) Sosyal optimum (sistem)

+ Hicbir oyuncu tek tarafli strateji - Toplam maliyeti en aza indirir veya sosyal
degistirerek kendi sonucunu iyilestiremez. refahi en ylksege cikarir.

+ Bireysel tesvikleri temsil eder. - Sistemin ortak hedefini temsil eder.

+ Birden fazla olabilir (iyi ve kdtl dengeler). - Cogu zaman bir denge degildir: birileri

sapmak ister.

Neden ayrisirlar? Bireysel rasyonellik (herkes kendi faydasina bakar), digsalliklar (baskasina
yuklenen maliyet hesaba katilmaz) ve bilgi eksikligi. Bu iki sonug arasindaki oran Anarsinin
Bedeli ile olculur.



TEMEL KAVRAMLAR

Tanimlar: PoA ve PoS

Anarsinin Bedeli istikrarin Bedeli (Price of Stability)
POA = max; e ne C(s) / C(OPT) PoS = ming ¢ ne C(s) / C(OPT)
en kotl denge: kotimser garanti en iyi denge: iyimser senaryo
OPT en iyi NE en kot NE
@ @ @ otve—
sosyal optimum — PoS — PoA

e Herzaman 1 < PoS < PoA. Tek denge varsa ikisi esittir.

e Fayda (refah) problemlerinde oran ters cevrilir: C(OPT) yerine SW(OPT) / SW(denge) (SW: sosyal refah);
bdylece buyuk deger yine daha katu verimlilik demektir.



TEMEL KAVRAMLAR

Verimlilik Olgiitleri ve Okuma

e Toplam maliyet: tim kullanicilarin PoA Anlami Ornek
gecikme veya kaynak kullanim 1 kayip yok Braess, yeni yol
maliyetlerinin toplami. éncesi

e Maliyet problemlerinde PoA, en kotu 4/3 %33 fazla Pigou, dogrusal
denge maliyetinin sosyal optimum maliyet sinir
maliyetine oranidir. 2 - < 2 kat yiik dengeleme

 PoA'nin 1 olmasi verimlilik kaybi 2/(m+1)
bulunmadigini gosterir. sinirsiz garanti yok dik gecikme (xP)

e Oran buyudukce stratejik davranisin
olusturdugu kayip artar.

Neden en kott durum? PoA, oyuncularin hangi dengeye gidecegini bilmeden verilebilecek bir
garantidir: “Ne olursa olsun kayip en fazla bu kadar.” Algoritmalardaki yaklasim orani fikrinin
oyun kuramindaki karsiligidir.



TEMEL KAVRAMLAR

U¢ K6tii Durum Orani: Neyin Eksikligi?

Oran Optimuma ulasmayi engelleyen Pay / payda

Yaklasim hesaplama gucu: polinom zamanda ¢ozilemeyen = algoritmanin ¢ozima /

orani (NP-zor) problem optimum

Rekabet orani = bilgi: gelecek bilinmeden cevrimici karar vermek cevrimigi algoritma / ¢evrimdisi
optimum

Anarsinin koordinasyon: merkezi otorite yok, herkes kendi en kotu denge / optimum

Bedeli cikarina bakar

Ayni problem, iki kayip

Ozdes m makinede en buyiik yik: Graham'in
acgozlu liste algoritmasi en ¢cok 2 — 1/m kat
kotU; bencil islerin saf dengesi en cok 2 -
2/(m+1) kat. m = 2 icin 3/2 ve 4/3.

Analizin sinirlan

Gergek oyuncular yalniz bencil degildir:
guven, sosyal normlar, itibar ve tekrarlanan
etkilesim isbirligini artirabilir. POA bu ylzden
kdtiimser bir garantidir, tahmin degil.



PIGOU AGI

Adim Adim: Pigou Aginda Anarsinin Bedeli

toplam maliyet C(x
) = x p yet C(x)

o Ol

0,5

0 0,25 0,5 0,75 1

£x) =1 x (ist yoldaki pay)

Kurulum (Pigou, 1920): 1 birim trafik, cok sayida kiicik siriicii. Ust yol: gecikme x ({istteki
pay); alt yol: her zaman 1.

Adm1/6



PIGOU AGI

Adim Adim: Pigou Aginda Anarsinin Bedeli

toplam maliyet C(x)

{(x) = x
denge: 1
tst: 1 1
0,75
alt: 0 0,5 . ; : .
2x) = 1 0 0,25 0,5 0,75 1

x (Ust yoldaki pay)

Denge: Ust yol hicbir zaman alttan yavas degil (x < 1) — herkes Uste geger. x = 1, herkes 1
dk: C(denge) = 1.

Adm2/6



PIGOU AGI

Adim Adim: Pigou Aginda Anarsinin Bedeli

toplam maliyet C(x)

{(x) = x
. Cx)=x*-x+1 denge: 1
ust: 1 1
0,75
alt: 0 0,5 . ; : .
i(x) =1 0 0,25 0,5 0,75 1

x (Ust yoldaki pay)

Toplam maliyet: x pay Ustte x dk, 1 — x pay altta 1 dk - C(x) = xx + (1 = x)'1 =x* = x + 1.

Adm3/6



PIGOU AGI

Adim Adim: Pigou Aginda Anarsinin Bedeli

toplam maliyet C(x)

I(x) = x 1
CxX)=x*-x+11 denge: 1

ust: 0,5 1 :

1

1

1

1

0,75
optimum: 3/4

i

1
alt: 0,5 0,5 . ; : .
2x) = 1 0 0,25 0,5 0,75 1

x (Ust yoldaki pay)

En kiclk deger: C'(x) = 2x — 1 = 0 - x = 1/2. Trafigin yarisi “feda edilip” alta gonderilir.

Adm4/6



PIGOU AGI

Adim Adim: Pigou Aginda Anarsinin Bedeli

toplam maliyet C(x)

I(x) = x 1
CxX)=x*-x+11 denge: 1

ust: 0,5 1 :

1

1

1

1

0,75
optimum: 3/4

i

1
alt: 0,5 0,5 . ; : .
2x) = 1 0 0,25 0,5 0,75 1

x (Ust yoldaki pay)

C(1/2) = 1/4 + 1/2 = 3/4. Usttekiler 1/2 dk, alttakiler 1 dk; alttakiler liste gecmek ister —
optimum denge degil.

Adm5/6



PIGOU AGI

Adim Adim: Pigou Aginda Anarsinin Bedeli

toplam maliyet C(x)

{(x) = x .
. CxX)=x*-x+11 denge: 1
tst: 1 1 !

1

1

1

1

0,75
optimum: 3/4

i

1
alt: 0 0,5 . ; : .
i(x) =1 0 0,25 0,5 0,75 1

x (Ust yoldaki pay)

PoA = C(denge) / C(optimum) = 1/ (3/4) = 4/3 = 1,33: bencil ydonlendirme %33 daha
fazla toplam gecikme Uretir.

Adm©6/6



PIGOU AGI
Neden Farkhi? Ozel ve Marjinal Maliyet

dk
2 P 2x (marjinal)
7 e Suritclu 6zel maliyetine bakar: x = 1
'
15 S ile karsilastirir - x = 1.
/,, o0 .
alt yol: 1 Vg e Toplum marjinal maliyete bakar:
1 ot fena =2 =1 172
. . = = e d =
/,/ optimum x (6zel) (X X) X X / 5
7 . 0 . e e
0,5 7 e Aradaki fark x-£'(x): bir strticiintn
'
= digerlerine ylkledigi gecikme
) B | (dissallik).

X (Ust yoldaki pay)

Genel ilke: denge £'yi, optimum £, + fo-€'c'yi esitler. Bu fark, tikaniklik tGcretinin dayanagidir.



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Gecikme Diklesince PoA Biiyiir

{(x)

1 p@=xP)  xOFT C(OPT) PoA p/Inp
1 0,5 0,75 1,333  —
) 2 0,577 | 0,615 1,626 2,89
. 4 0,669 = 0,465 2,151 2,89
s 8 076 0,325 3,081 3,85
’ B 1' 16 0838 0212 4727 577
X

Denge her durumda herkesi Ust yola yollar (maliyet 1). Gecikme ne kadar “dik” (yuksek p) olursa
optimum o kadar iyi olur ve PoA sinirsiz biiyiir, O(p / In p) hizinda; kesin deger PoA = [1 -
p-(p+1)-®+D/P]-1 Yani 4/3 evrensel degildir; dogrusal gecikmeye 6zguddir.



DOGRUSAL GECiKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

1 Cx) = x*2 + (1 = x) denge

0,5

0

0 0,5 X -
p=1(Pigou):Cx)=x*+1-xC(x) =2x-1=0=x%T=2"1=0,5.

Adim 1/10
def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1 DEGISKENLER
> x=(p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktasi p=1)(x =0.5
opt = x ** (p + 1) + (1 - x)
return 1 / opt # denge maliyeti 1

CIKTI

»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))



DOGRUSAL GECiKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

Cx) = x*2 + (1 = x) denge

1-\‘\""‘___——___()___—_—_——_—”‘_,,A. p=1
x°PT = 0,5
0,5 C(OPT) = 0,75
PoA =1/ C(OPT) = 1,333
0 0 0,5 Kk —

C(OPT) = 0,25 + 0,5 = 0,75 = PoA = 4/3: Pigou'nun bilinen sonucu.

Adim 2 /10
def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1 DEGISKENLER
x=(p+1) ** (-1 /p) # C'(x) =0 noktasi p=1)(opt =0.75
> opt = x ** (p+1) + (1 - x)
» return 1 / opt # denge maliyeti 1

CIKTI

for p in [1, 2, 4, 8, 16]: 1 1.333

»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))



DOGRUSAL GECiKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

Cx) = x23 + (1 -x) denge
1 p= 2
\/‘ X" = 0,577
0,5
0
0 0,5 X —

p=2:Cx) =xx>+(1-x)1,CKx) =3x>-1=0=x%°T=3"1"2%0,577.

Adim 3 /10
def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1 DEGISKENLER
> x = (p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktas1 p =2 x = 0.577U
opt = x ** (p + 1) + (1 - x)
return 1 / opt # denge maliyeti 1

CIKTI

» for p in [1, 2, 4, 8, 16]: 1 1.333

»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))



DOGRUSAL GECiKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

Cx) = x23 + (1 -x) denge

1 \O/‘
0,5
0
0 0,5 * —

Egri diklesti: optimum 0,615'e indi, denge yine 1 = PoA 1,626.

Adim4 /10

def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1
x =(p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktasi
> opt = x ** (p+1) + (1 - x)
» return 1 / opt # denge maliyeti 1

for p in [1, 2, 4, 8, 16]:
»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))

p=2

x°PT = 0,577

C(OPT) = 0,615

PoA =1/ C(OPT) = 1,626

DEGiISKENLER

p=2)(opt =0.6151

CIKTI

1 1.333
2 1.626



DOGRUSAL GECiKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

1 C(x) = xA5 + (1 = x) denge 0=4
x°FT = 0,669
0,5
0
0 0,5 K —

p=4CKx) =xx*+(1-x)1C(x =5x*-1=0=x%T=5"4=0,669.

Adim5/10
def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1 DEGISKENLER
> x = (p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktas1 p=u ¥ = 0.6687
opt = x ** (p + 1) + (1 - x)
return 1 / opt # denge maliyeti 1

CIKTI

» for p in [1, 2, 4, 8, 16]: 1 1.333
»  print(p, round(pigou_poa(p), 3)) 2 1.626



DOGRUSAL GECiKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

1 C(x) = x5 + (1 = x) denge

0,5

0

0 0,5 X -

p = 4: optimumda trafigin %67'si Ustte; PoA 2,151 > 2.

Adim6 /10

def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1
x =(p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktasi
> opt = x ** (p+1) + (1 - x)
» return 1 / opt # denge maliyeti 1
for p in [1, 2, 4, 8, 16]:
»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))

p=4

x°FT = 0,669

C(OPT) = 0,465

PoA =1/ C(OPT) = 2,151

DEGiISKENLER

p =4 (opt = 0.465

CIKTI




DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

1 Cx)=x"9+(1-x denge p=8
x°FT = 0,76
0,5
0
0 0,5 X -

P=8CKX)=xx2+(1-x1Cx =9 -1=0=x0°T=9"18%(,76.

Adim 7 /10
def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1 DEGISKENLER
> x=(p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktasi p=8)(x =0.7598
opt = x ** (p + 1) + (1 - x)
return 1 / opt # denge maliyeti 1

CIKTI

» for p in [1, 2, 4, 8, 16]:
»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))




DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

CX) =x7"9+(1-x) denge

1 p=8
x°PT = 0,76
0,5 C(OPT) = 0,325

PoA =1/ C(OPT) = 3,081
0

0 0,5 K -
PoA 3,081: artis ©(p / In p) hizinda, yavas ama sinirsiz.

Adim 8/ 10
def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1 DEGISKENLER
x=(p+1) ** (-1 /p) # C'(x) =0 noktasi p =8 (opt =0.32U6
> opt = x ** (p+1) + (1 - x)
» return 1 / opt # denge maliyeti 1

CIKTI

for p in [1, 2, 4, 8, 16]:
»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))




DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

1 Cx) =xM7 + (1 - X) denge 0=16
x°"T = 0,838
0,5
0
0 0,5 & -

p=16:C(x) = xx"® + (1 =x)1,C'(x) = 17x"® - 1 = 0 = xOPT = 17-1/16 » 0,838.

Adim9/10
def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1 DEGISKENLER
> x = (p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktas1 0 =16 )( x = 0.8377
opt = x ** (p + 1) + (1 - x)
return 1 / opt # denge maliyeti 1

CIKTI

» for p in [1, 2, 4, 8, 16]:
»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))




DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Kod izleme: pigou_poa(p)

1 Cx) =xM7+(1-x) denge

0,5

0

0 0,5 K -
p = 16: PoA 4,727. 4/3 garantisi yalniz dogrusal gecikme icindir.

Adim 10/ 10

def pigou_poa(p): # Ust yol x**p, alt yol 1
x =(p+ 1) ** (-1 / p) # C'(x) = @ noktasi
> opt = x ** (p+1) + (1 - x)
» return 1 / opt # denge maliyeti 1
for p in [1, 2, 4, 8, 16]:
»  print(p, round(pigou_poa(p), 3))

p=16

x°°T = 0,838

C(OPT) = 0,212

PoA =1/ C(OPT) = 4,727

DEGiISKENLER

p =16 )( opt = 0.2116

CIKTI

1 1.333
2 1.626
4 2.151

8 3.081
16 4.727




DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Dogrusal Gecikmede 4/3 Ust Siniri

Teorem (Roughgarden-Tardos, 2002). Gecikmeler dogrusal ({o(x) = agx + be, @, b > 0) ise her agda,
her talepte: C(denge) < 4/3 - C(optimum).

Adm1/4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Dogrusal Gecikmede 4/3 Ust Siniri

Teorem (Roughgarden-Tardos, 2002). Gecikmeler dogrusal ({o(x) = agx + be, @, b > 0) ise her agda,
her talepte: C(denge) < 4/3 - C(optimum).

1. Denge kosulu. f dengede herkes o anki gecikmelere gore en kisa yolda. Gecikmeler sabit
tutulup trafik baska bir fOPT diizenine tasinsa maliyet dismez: ¥ £o(fe)-fo < X £o(fe)-feOPT.

Adim?2/4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Dogrusal Gecikmede 4/3 Ust Siniri

Teorem (Roughgarden-Tardos, 2002). Gecikmeler dogrusal ({o(x) = agx + be, @, b > 0) ise her agda,
her talepte: C(denge) < 4/3 - C(optimum).

1. Denge kosulu. f dengede herkes o anki gecikmelere gore en kisa yolda. Gecikmeler sabit
tutulup trafik baska bir fOPT dlizenine tasinsa maliyet dismez: X £(fe)-fe < I Lo(fe)-fOPT.

2. Kenar esitsizligi. £.(fo) .07 < L (fOP)-fOPT + Vad(fo)fe. Neden: b-fOPT iki yanda ayni, sagdaki
fazladan Va-b-f > 0; kalan a-f-fO"T < a-(foPT)? + a-f2/4, yani a(f°"T - f/2)® > 0.

Adm3/4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Dogrusal Gecikmede 4/3 Ust Siniri

Teorem (Roughgarden-Tardos, 2002). Gecikmeler dogrusal ({o(x) = agx + be, @, b > 0) ise her agda,
her talepte: C(denge) < 4/3 - C(optimum).

1. Denge kosulu. f dengede herkes o anki gecikmelere gore en kisa yolda. Gecikmeler sabit
tutulup trafik baska bir fOPT dlizenine tasinsa maliyet dismez: X £(fe)-fe < I Lo(fe)-fOPT.

2. Kenar esitsizligi. £.(fo) .07 < £ (fOP)-fOPT + Va-do(fo)fe. Neden: b-fOPT iki yanda ayni, sagdaki
fazladan Va-b-f > 0; kalan a-f-foT < a-(foPT)? + a-f2/4, yani a(f°"T - f/2)* > 0.

3. Topla. C(f) < C(fOPT) + V4-C(f) — ¥%4-C(f) < C(f°PT) — C(f) / C(f°PT) < 4/3. Pigou'da esitlik olur:
sinir sikidir. Ustelik en koti érnek her zaman Pigou gibi iki baglantilidir (Roughgarden, 2003): agin
karmasikligi PoA'y1 buyutmez.

Adim4 /4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

4/3 Sinirini Sinayalim

Ornek Denge Optimum Oran
Pigou (x ve 1) 1 3/4 1,333
Braess (4.000 arac) 320.000 258.750 1,237
Braess, normallestirilmis (x, 1, 1, x, 0) 2 3/2 1,333
ki yol, 3.000 arag 75.000 71.250 1,053
20.000 rastgele dogrusal paralel ag — — en buyuk 1,33

Betik 2-4 baglantili, rastgele a, b ve talep degerli 20.000 agda dengeyi ve optimumu (su
doldurma ydntemiyle) hesapladi: oran hicbir 6rnekte 4/3'G asmadi; en buyugu 1,33 (Pigou
benzeri drneklerde 4/3'e yaklasir). Sinir bir garanti, tipik deger degil.



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Tek Bir Recete: Piiruizsuizliik (Smoothness)

Tanim (Roughgarden, 2009). Maliyet oyunu (A, p)-piiriizsiizdir, eger her s ve sOPT profili icin ;
Ci(si®PT, s_j) < AC(sOPT) + w-C(s) (1 < 1). Sol yan: herkes tek basina sOPT'deki stratejisine gegseydi.

Adm 1/4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Tek Bir Recete: Piiruizsuizliik (Smoothness)

Tanim (Roughgarden, 2009). Maliyet oyunu (A, p)-pliriizsiizdir, eger her s ve sOPT profili icin Z;
Ci(si9PT, s_;) < A-C(s®PT) + w-C(s) (M < 1). Sol yan: herkes tek basina s°PT'deki stratejisine gecseydi.

Ug satirlik ispat. s Nash dengesi = C(s) = X Ci(s) < X Ci(s°"", s_;) < AC(s®"") + p-C(s) = PoA < A/
(1-w.

Adim?2/4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Tek Bir Recete: Piiruizsuizliik (Smoothness)

Tanim (Roughgarden, 2009). Maliyet oyunu (A, p)-pliriizsiizdir, eger her s ve sOPT profili icin Z;
Ci(si9PT, s_;) < A-C(s®PT) + w-C(s) (M < 1). Sol yan: herkes tek basina s°PT'deki stratejisine gecseydi.

Ug satirhik ispat. s Nash dengesi = C(s) = ¥ Ci(s) < X Ci(5;{°"", s_;) < AC(s°"T) + u-C(s) = PoA < A/
(1-w.

Tanidik 6rnek. 4/3 ispatinin kenar esitsizligi tam olarak A = 1, p = 4 demektir: 1/ (1 = V4) = 4/3.
Atomik (bolinemez oyunculu) dogrusal tikaniklik oyunlarinda A = 5/3, u = 1/3 = 5/2.

Adm3/4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Tek Bir Recete: Piiruizsuizliik (Smoothness)

Tanim (Roughgarden, 2009). Maliyet oyunu (A, p)-pliriizsiizdir, eger her s ve sOPT profili icin Z;
Ci(si9PT, s_;) < A-C(s®PT) + w-C(s) (M < 1). Sol yan: herkes tek basina s°PT'deki stratejisine gecseydi.

Ug satirhik ispat. s Nash dengesi = C(s) = ¥ Ci(s) < X Ci(5;{°"", s_;) < AC(s°"T) + u-C(s) = PoA < A/
(1-w.

Tanidik 6rnek. 4/3 ispatinin kenar esitsizligi tam olarak A = 1, u = V4 demektir: 1/ (1 - Va) = 4/3.
Atomik (bolinemez oyunculu) dogrusal tikaniklik oyunlarinda A = 5/3, u = 1/3 = 5/2.

Neden 6nemli? ispat yalniz "sapma yok" kosulunu ortalamada kullanir. Bu yiizden ayni A/(1 -
W) siniri karisik, korelasyonlu ve kaba korelasyonlu dengelere, hatta pismanliksiz 8grenmenin
zaman ortalamasina da geger: saglam PoA (robust PoA).

Adim4 /4



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Atomik Tikaniklik Oyunlari: PoA < 5/2

o 4 Zldepgedekiydl o * Sonlu sayida oyuncu, her biri bir birim

ol o 1 ., o A yuk; kenar maliyeti co(x) = agx + be.
. OPT:
s 0 0 ) . - Oyuncu s°""ye tek ba§|r.1&? gecerse
kenarda en cok ze + 1 kisi olur; s°""'de
& o i I L I R kenari y, kisi kullanir,

i a2 2 E E 2 * Anahtar esitsizlik (tamsayilar): y(z + 1) <
4| 68 | 57 | 48 | 41 | 36 | 33 5/3-y* + 1/3-2%. Esitlik (1, 1) ve (1, 2)'de.
51 110 | 96 84 74 66 60 e = (5/3, 1/3)-plrlzsiz = PoA <

§ X , . (5/3)/(2/3) = 5/2, ve bu sinir sikidir
ALlERES S YRR i R e e e I I g o (Awerbuch—-Azar-Epstein; Christodoulou-
< 60 i¢in hi¢ negatif bulmadi Koutsoupias, 2005).

Bolunebilir trafikte (Pigou) 4/3, bolinemez oyuncularda 5/2: tek bir oyuncunun kenara kendi
ekledigi gecikme (z + 1'deki "+1") kaybi buyutur.



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Adim Adim: Braess Aginda PoA

Yeni yollu agda denge

x/100

45 herkes s—A—B—t: 80 dk
4.000 arag

0 arag
C(denge) = 4.000 - 80

0 @ = 320.000 arac-dk
4.000 arag

45 x/100
0 arag 4.000 arag

A-B yolu acilinca herkes zikzaga gecer, kisi basi 80 dk. Toplam 320.000 ara¢-dk.

Adm1/5



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Adim Adim: Braess Aginda PoA

x/100
2.000 arag

45
2.000 arag

)
45

2.000 arag

: ©
0 arag

x/100
2.000 ara¢

Yeni yol 6ncesi: 65 dk
80/ 65 = 1,231

Bu “Braess kaybi“dir;

PoA degil: payda baska ag

Sik yapilan kiyas 80/65 = 1,23. Ama PoA'nin paydasi ayni agin optimumudur; yeni agda

65'ten iyisi olabilir mi?

Adim2/5



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Adim Adim: Braess Aginda PoA

x/100
2.000 arag

@ z = 0'da marjinal maliyetler:
45 zikzak: 2-:20 + 2-:20 = 80

2.000 arag

eski yol: 2-:20 + 45 = 85

0 @ — biraz zikzak iyi!
0 arag

x/100
2.000 ara¢

Marjinal maliyet (£ + x-t'): zikzak 80 < 85. Yani planlayici bile birkag araci zikzaga yollar.

45
2.000 arag

Adm3/5



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Adim Adim: Braess Aginda PoA

x/100
2.250 arag

45
1.750 arag

)
45

1.750 arag

: ©
500 arag

x/100
2.250 arag

Simetrik: a arac her eski yolda
C(a) = 2(4000 - a)?/100 + 90a
C' =0-a=1750z =500
C(opt) = 258.750

Optimum: her eski yolda 1.750, zikzakta 500 ara¢ (marjinal maliyetler 90'da esit). Ortalama

Adim4/5

~ 64,69 dk; betik tim dagilimlar taradi.



DOGRUSAL GECIKME VE BRAESS

Adim Adim: Braess Aginda PoA

@ PoA = 320.000 / 258.750
45

= 1,237
1.750 arag 3y
<4/

5 @ normallestirilmis: tam 4/3
500 arag

x/100
2.250 arag

PoA = 320.000 / 258.750 = 1,237 < 4/3. Klasik normallestirilmis Braess aginda (x, 1, 1, x,
0) oran tam 2 / (3/2) = 4/3.

x/100
2.250 arag

45
1.750 arag

Adim5/5



YUK DENGELEME

Yilkk Dengeleme (Load Balancing) Oyunu

* nis (oyuncu), m 6zdes makine; is j'nin boyu
w;.

e Her is bir makine secer; maliyeti o makinenin
toplam yukadur (bitis stresi).

e Sosyal maliyet: en biiyiik yiik (makespan),
yani tim iglerin bitis an.

e Uygulama: sunucu kiimeleri, bulut gérev
yerlestirme, islemci cekirdekleri. Koutsoupias—
Papadimitriou PoA'yi ilk kez bu modelde
(1999) tanimladi.

en buyutk yik = 4

i2: 2
i3, i4 maliyeti: 2
) S
i1: 2
i3:1
M1: 4 M2: 2

Saf Nash dengesi her zaman vardir: bir is daha az ylkli makineye gecince (biyikten kiclge

sirali) yuk vektori sozlik sirasinda kigulur, streg sonlanir.



YUK DENGELEME

Adim Adim: Yiikk Dengeleme Oyununda PoA

4 is: boylar 2, 2,1, 1

2 6zdes makine

o1 Isin maliyeti: makinesinin yiikii
i2:
Sosyal maliyet: en buyuk yiik
i4:1
il 2
i3:1
M1: 4 M2: 2

Yuk dengeleme oyunu: her is (oyuncu) bir makine secer; kendi bitis stresini, yani
makinesinin toplam yikunu kigultmek ister.

Adim1/6



YUK DENGELEME

Adim Adim: Yiikk Dengeleme Oyununda PoA

Optimum: {2, 1} | {2, 1}
yukler 3 ve 3
en blyiik yik = 3

- - en buyuk yik 3

M1: 3 M2: 3
Sosyal optimum: toplam is 6, iki makine — en iyi olasilik 3 ve 3. En buyuk yuk 3.

Adm2/6



YUK DENGELEME

Adim Adim: Yiikk Dengeleme Oyununda PoA

Atama: {2, 2} | {1, 1}
yukler 4 ve 2

B it en buyuk yik 4
en buyilk yuk = 4
i2: 2 YKy
e

i4: 1
i1 2

i3:1
M1: 4 M2: 2

Baska bir atama: iki biyuk is M1'de (yuk 4), iki kigik is M2'de (yuk 2). Bu bir denge olabilir
mi?

Adim3/6



YUK DENGELEME

Adim Adim: Yiikk Dengeleme Oyununda PoA

i1 (2) M2'ye gecerse:
2+2=4,simdi4

-- e p——————— en buyiik yiik 4
— kazanmaz

i3 (1) MT'e gecerse: 4 +1=5>2

Sapma kontrol: blyik is M2'ye gecse yine 4 bekler; kiicik is M1'e gecse 5 bekler. Kimse
kazanmaz — Nash dengesi.

Adm4/6



YUK DENGELEME

Adim Adim: Yiikk Dengeleme Oyununda PoA

En koti denge: 4
En iyi denge: 3 (optimum da denge)

—r———y - m e m— - en buyuk yik 4
. PoA = 4/3, PoS =1
i2: 2
Betik: 16 atamanin 6'si denge
—
i4: 1
i 2
i3:1
M1: 4 M2: 2

Bu 6rnekte PoA = 4/3 ve PoS = 1: optimum da bir denge, ama kotu bir denge de var.

Adim5/6



YUK DENGELEME

Adim Adim: Yiikk Dengeleme Oyununda PoA

Ozde§ m makine, saf dengeler:

PoA =2 - 2/(m + 1)

CEEESSS i CEEEEEEE T en bulyuk yik 4
o1 m = 2 - 4/3 (bu 6rnek siki)
i2:
Kanisik dengeler: ©(log m / log log m)
i4:1
i1 2 !:
i3:1
M1: 4 M2: 2

Genel sonug (Finn-Horowitz, 1979; Koutsoupias—Papadimitriou, 1999): saf dengede PoA =
2 - 2/(m+1) < 2. Kanisik dengede PoA m ile yavasca buyir: ©(log m / log log m)
(Koutsoupias—Mavronicolas—Spirakis, 2003; Czumaj—-Vdcking, 2002).

Adm6/6



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

i1,i2 - M1;i3,i4 - M2

i2: 2

i, 4:1
L2 |

M1 4 M2: 2

Gagri: is boylar ve her isin makinesi (0 = M1, 1 = M2).

Adim 1/ 11
» def nash_mi(boy, atama, m): DEGISKENLER

yuk = [@] *m boy = [2, 2, 1, 1] )( atama = [0, 0, 1, 1]
for j, k in enumerate(atama):

yuk[k] += boy[]] D=2
for j, k in enumerate(atama):

for h in range(m): CIKTI

S e e -
return False # j kagar

return True # kimse kacmaz h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda

yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

i2: 2

i, 4:1
L2 |

M1 4 M2: 2

Yuk dizisi sifirlanir.

def nash_mi(boy, atama, m):
>  yuk = [@] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[]]
for j, k in enumerate(atama):
for h in range(m):
if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
return False # j kagar
return True # kimse kagmaz

yuk = [0, 0]

Adm2/ 11
DEGiISKENLER
boy = [2, 2, 1, 1] ( atama = [0, 0, 1, 1]

m=2)(yuk = [0, 0]

CIKTI

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

.E‘”
3:1

M1: 4 M2: 2
j =0:i1 (boy 2) M1'e eklenir — yuk = [2, O].

def nash_mi(boy, atama, m):

yuk = [@] * m
>  for j, k in enumerate(atama):
> yuk[k] += boy[j]

for j, k in enumerate(atama):

for h in range(m):
if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
return False # j kagar
return True # kimse kagmaz

yuk = [2, 0]

Adim 3/ 11

DEGiISKENLER
boy = [2, 2, 1, 1] ( atama = [0, 0, 1, 1]

m=2)(yuk =[2, 0] )(j =0)(k=20

CIKTI

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

. 4:1

s E:3:1
M1: 4 M2: 2

j = 1:i2 (boy 2) M1'e eklenir — yuk = [4, Q].

def nash_mi(boy, atama, m):

yuk = [@] * m
>  for j, k in enumerate(atama):
> yuk[k] += boy[j]

for j, k in enumerate(atama):

for h in range(m):
if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
return False # j kagar
return True # kimse kagmaz

yuk = [4, 0]

Adim 4/ 11
DEGiISKENLER
boy = [2, 2, 1, 1] ( atama = [0, 0, 1, 1]

m=2)(yuk =[d, 0] )(j=1)(k=20

CIKTI

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

i2: 2
[ i1 2 ; i4: 1 i
M1 4 M2: 2

j = 2:13 (boy 1) M2'ye eklenir — yuk = [4, 1].

def nash_mi(boy, atama, m):

yuk = [@] * m
>  for j, k in enumerate(atama):
> yuk[k] += boy[j]

for j, k in enumerate(atama):

for h in range(m):
if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
return False # j kagar
return True # kimse kagmaz

yuk = [4, 1]

Adm 5/ 11
DEGiISKENLER
boy = [2, 2, 1, 1] ( atama = [0, 0, 1, 1]

m=2)(yuk =[d, 1] )(j =2)(k =1

CIKTI

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

i1 2 Elqg!!lq

M1: 4 M2: 2
j = 3:i4 (boy 1) M2'ye eklenir — yuk = [4, 2].

def nash_mi(boy, atama, m):

yuk = [@] * m
>  for j, k in enumerate(atama):
> yuk[k] += boy[j]

for j, k in enumerate(atama):

for h in range(m):
if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
return False # j kagar
return True # kimse kagmaz

yuk = [4, 2]

Adm6/ 11
DEGiISKENLER
boy = [2, 2, 1, 1] ( atama = [0, 0, 1, 1]

m=2)(yuk =[d, 2] )(j =3)(k =1

CIKTI

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME
Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

yuk[1] + boy[0] = 4
yuk[0] = 4 — kagmaz

PR NN

i2: 2 , :
CTia )
(i3:1 )

M1: 4 M2: 2

j=0,h=1:i1 M2'ye gegerse 2 + 2 = 4; simdiki 4. 4 < 4? Hayur.

Adim 7 /11
def nash_mi(boy, atama, m): DEGISKENLER
yuk = [@] *m boy = [2, 2, 1, 1] )( atama = [0, 0, 1, 1]
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[]] m=2)(yuk =[d4, 2] )(J =0)(k=0
»  for j, k in enumerate(atama): h =1
> for h in range(m):
> if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
CIKTI

return False # j kagar

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

yuk[1] + boy[1] = 4

H P yuk[0] = 4 — kacmaz
1 1
L CTia )
152 (31 )

M1: 4 M2: 2
j=1,h=1:i2 M2'ye gegerse 2 + 2 = 4; simdiki 4. 4 < 4? Hayur.

Adim 8/ 11
def nash_mi(boy, atama, m): DEGISKENLER
yuk = [@] *m boy = [2, 2, 1, 1] )( atama = [0, 0, 1, 1]
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j] m=2)(yuk =[d, 21 )(j=1)(k=0
»  for j, k in enumerate(atama): h=1
> for h in range(m):
> if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
return False # j kagar cIKTI

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

yuk[0] + boy[2] = 5

g —_——— -
]
i2: 2 yuk[1] = 2 - kagmaz
it: 2 H‘“
M1: 4 M2: 2

j=2,h=0:i13 M1'e gegerse 4 + 1 = 5; simdiki 2. 5 < 2? Hayir.

Adim 9/ 11
def nash_mi(boy, atama, m): DEGISKENLER
yuk = [8] *m boy = [2, 2, 1, 1] )( atama = [0, 0, 1, 1]
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[]] m=2)(yuk =4, 21 )(j =2)(k =1
»  for j, k in enumerate(atama): h- o
> for h in range(m):
> if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
CIKTI

return False # j kagar

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

yuk[0] + boy[3] = 5

yuk[1] = 2 - kagmaz
i1: 2 Hi3:1

M1: 4 M2: 2
j=3,h=0:14 M1'e gegerse 4 + 1 = 5; simdiki 2. 5 < 2? Hayir.

Adim 10/ 11
def nash_mi(boy, atama, m): DEGISKENLER
yuk = [8] *m boy = [2, 2, 1, 1] )( atama = [0, 0, 1, 1]
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j] m=2)(yuk =[d, 21 )(j=3)(k=1
»  for j, k in enumerate(atama): h -0
> for h in range(m):
> if yuk[h] + boy[j] < yuk[k]:
CIKTI

return False # j kagar

h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda
yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kod izleme: nash_mi(boy, atama, m)

nash_mi - True
R en bytk yik 4

i2: 2

i, 4:1
L2 |

M1 4 M2: 2

Higbir is karl bir makineye kacamadi — True: {2, 2} | {1, 1} bir Nash dengesidir (en biytk yuk 4).

Adim 11/ 11
def nash_mi(boy, atama, m): DEGISKENLER

yuk = [@] *m boy = [2, 2, 1, 1] )( atama = [0, 0, 1, 1]
for j, k in enumerate(atama):

yuk[k] += boy[j] m=2)(yuk = [4, 2]
for j, k in enumerate(atama):

for h in range(m): CIKTI

S e
return False # j kagar

> return True # kimse kacmaz h = k (kendi makinesi) icin kosul hep yanlistir; adimlarda

yalniz h # k gosterildi.



YUK DENGELEME

Kaba Kuvvet: 16 Atamanin Hepsi

Boliisiim (M1 | M2, simetrik) Atama sayisi En biiyiik yiik Nash?
{2, 112, 1} 4 3 v denge
21,1 @ 4 4 X
2. 24]1{1. 1} 2 4 v denge
{2, 2, 1} [{1} 4 5 X
{2,2,1, 13 [{} 2 6 X

Betik 24 = 16 atamanin hepsini tarayip her birinde her isin sapmasini denedi. Dengeler en
baylk yuka 3 ve 4 olanlardir = PoA = 4/3 (en kotu denge), PoS = 1 (en iyi denge = optimum).

En iyi tepki dinamigi bu oyunda her zaman bir dengede durur: her karli gecis, siralanmis
yuk listesini kicultdr. Varilan denge baslangica ve hamle sirasina baglidir.



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

Mi[ 2 | 22 [i3a]ia] yuke 1/16 atama = (0, 0, 0, 0)

en biyiik yuk 6 - Nash? X

opt = 6 - dengeler =[]

(0, 0, 0, 0): hepsi M1'de, ylkler [6, O]; i1 M2'ye gecince 2 < 6 = denge degil. opt simdilik 6.

M2 | yik 0

Adim 1 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (0, 0, 0, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [6, 0] opt =6

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = []

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

. > I s I — ] yitk 5 2/16 atama = (0, 0, 0, 1)
en biyik yiik 5 - Nash? X
M2 | i4:1 | yik 1 opt = 5 - dengeler = []

(0, 0, 0, 1): yukler [5, 1]; i1 6teki makineye gecince 3 < 5 = denge degil.

Adim 2 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (@, 0, 0, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk =[5, 1] opt =5

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = []

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M - I . I i ] ik 5 3/16 atama = (0, 0, 1, 0)
en biyik yiik 5 - Nash? X
M2 | i3:1 | yik 1 opt = 5 - dengeler = []

(0, 0, 1, 0): yukler [5, 1]; i1 6teki makineye gecince 3 < 5 = denge degil.

Adim 3 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (@, 0, 1, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk =[5, 1] opt =5

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = []

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

Mi[ iz | 22 |yik4 4/16 atama = (0, 0,1, 1)
en biiyiik yuk 4 - Nash? v

M2 yuk 2 opt = 4 - dengeler = [4]

(0, 0, 1, 1): yukler [4, 2], kimse kagcamaz = denge, en buyuk yuk 4 listeye eklenir.

Adim 4 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (@, 0, 1, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [d4, 2] opt =4

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4]

VVvVvVvyYVyVYVYY



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1

M2

it2 | i3] i41] yok4 5/16 atama = (0, 1,0, 0)

en biyiik yuk 4 - Nash? X

i2:2 | yik?2 opt = 4 - dengeler = [4]

(0, 1, 0, 0): yukler [4, 2]; i3 6teki makineye gecince 3 < 4 = denge degil.

Adim 5 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (@, 1, 0, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [d4, 2] opt =4

vVvyvVvVyYVvyYy

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):

opt = min(opt, max(yuk))

dengeler = [4]

yuk[k] += boy[]]
CIKTI

dengeler.append(max(yuk))

return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[e], 3), r[1])



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1

M2

it2 | i3] yuk3 6/16 atama = (0, 1, 0, 1)

en biyiik yuk 3 - Nash? v

22| i41] yik3 opt = 3 - dengeler = [4, 3]

(0, 1,0, 1): yukler [3, 3], kimse kagcamaz = denge, en buyuk yuk 3 listeye eklenir.

Adim6 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (0, 1, 0, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [3, 3] opt =3

VVvVvVvyYVyVYVYY

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):

opt = min(opt, max(yuk))

dengeler = [4, 3]

yuk[k] += boy[]]
CIKTI

dengeler.append(max(yuk))

return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[e], 3), r[1])



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M| it2 |4 ] yos 7/16 atama = (0, 1,1, 0)

en blyiik yik 3 - Nash? v
opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3]
(0, 1,1, 0): yukler [3, 3], kimse kagcamaz = denge, en buyuk yuk 3 listeye eklenir.

M2 [ 22 |3 yik3

Adim 7 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (@, 1, 1, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [3, 3] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3]

VVvVvVvyYVyVYVYY



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1

M2

i1:2 yiik 2 8/16 atama = (0, 1,1, 1)

en biyiik yuk 4 - Nash? X

i2:2 I i3:1 I i4:1 ] yuk 4 opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3]

(0, 1,1, 1): yukler [2, 4]; i3 6teki makineye gecince 3 < 4 = denge degil.

Adim 8 / 17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (@, 1, 1, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [2, u] opt =3

vVvyvVvVyYVvyYy

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):

opt = min(opt, max(yuk))

dengeler = [4, 3, 3]

yuk[k] += boy[]]
CIKTI

dengeler.append(max(yuk))

return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[e], 3), r[1])



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M| 22 |3 ]i4a ] yik4 9/16 atama = (1, 0, 0, 0)
en biyiik yuk 4 - Nash? X
e I] yiik 2 opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3]

(1,0, 0, 0): yukler [4, 2]; i3 oteki makineye gecince 3 < 4 = denge degil.

Adim 9/ 17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, @, 0, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [d4, 2] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3]

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M| 22 ]3] yiks 10/16 atama = (1, 0, 0, 1)

en blyiik yik 3 - Nash? v

opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3]
(1,0, 0, 1): yukler [3, 3], kimse kagcamaz = denge, en buyuk yuk 3 listeye eklenir.

M2 [ it2 |4 yoks

Adim 10/ 17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, 0, 0, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [3, 3] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3, 3]

VVvVvVvyYVyVYVYY



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

MI| 22 |4 ] yiks 11/16 atama = (1, 0,1, 0)

en blyiik yik 3 - Nash? v

opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3, 3]
(1,0, 1, 0): yukler [3, 3], kimse kagcamaz = denge, en buyuk yuk 3 listeye eklenir.

M2 [ 2 | i3] yiks

Adim 11 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, 0, 1, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [3, 3] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3, 3, 3]

VVvVvVvyYVyVYVYY



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1 i2:2 yiik 2 12/16 atama = (1,0, 1, 1)

en biyiik yuk 4 - Nash? X
M2 i1:2 I i3:1 I i4:1 ] yuk 4 opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3, 3]
(1,0, 1, 1): yukler [2, 4]; i3 6teki makineye gecince 3 < 4 = denge degil.

Adim 12 / 17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, 0, 1, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [2, u] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3, 3, 3]

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1 yiik 2 13/16 atama = (1,1, 0, 0)

en biiyiik yuk 4 - Nash? v
opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]
(1, 1,0, 0): yukler [2, 4], kimse kagamaz = denge, en buyuk yuk 4 listeye eklenir.

M2 i1:2 I i2:2 ]yuk4

Adim 13 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, 1, 0, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [2, u] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]

VVvVvVvyYVyVYVYY



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1 | i3:1 | yik 1 14/16 atama = (1,1, 0, 1)
en biyiik yuk 5 - Nash? X

opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]
(1, 1,0, 1): yukler [1, 5]; i1 6teki makineye gecince 3 < 5 = denge degil.

M2 i:2 I i2:2 Ii4ﬂ] yuk 5

Adim 14 / 17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, 1, 0, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [1, 5] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1 | i4:1 | yik 1 15/16 atama = (1, 1, 1, 0)
en biyiik yuk 5 - Nash? X

opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]
(1, 1,1, 0): yikler [1, 5]; i1 6teki makineye gecince 3 < 5 = denge degil.

M2 [ 2 | 22 [i3a]yuks

Adim 15/ 17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, 1, 1, 0)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [1, 5] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1 | yik 0 16/16 atama = (1, 1,1, 1)

en biyiik yuk 6 - Nash? X

opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]
(1, 1,1, 1): yukler [0, 6]; i1 6teki makineye gecince 2 < 6 = denge degil.

M2 [ 2 | 22 [i3a]i41] yuke

Adim 16 / 17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): atama = (1, 1, 1, 1)
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): yuk = [0, 6] opt =3

yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama):
yuk[k] += boy[j]
opt = min(opt, max(yuk)) GIKTI
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi —
dengeler.append(max(yuk))
return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
print(round(r[@], 3), r[1])

dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]

vVvyvVvVyYVvyYy



YUK DENGELEME

Kod izleme: Tiim Atamalan Tarayarak PoA ve PoS

M1 | yik 0 16/16 atama = (1,1, 1, 1)

en biyiik yuk 6 - Nash? X

opt = 3 - dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, 4]
Dengeler [4, 3, 3, 3, 3, 4] = PoA = 4/3, PoS = 3/3 = 1. m" atama: blylk oyunlarda ustel.

M2 [ 2 | 22 [i3a]i41] yuke

Adim 17 /17
from itertools import product DEGISKENLER
def poa_pos(boy, m): opt =3
opt, dengeler = float("inf"), []
for atama in product(range(m), repeat=len(boy)): dengeler = [4, 3, 3, 3, 3, U]
yuk = [0] * m
for j, k in enumerate(atama): CIKTI
k = j
yuk[k] += boy[j] 1.333 1.0
opt = min(opt, max(yuk))
if nash_mi(boy, atama, m): # denge testi

dengeler.append(max(yuk))
»  return max(dengeler) / opt, min(dengeler) / opt
» r = poa_pos([2, 2, 1, 1], 2)
» print(round(r[e], 3), r[1])



YUK DENGELEME

Farkli Hizh (iliskili) Makineler

* Makine i'nin hizi s;; bir isin bitis stresi, makinesinin toplam yikinin si'ye bolimudir. Saf Nash dengesi yine her
zaman vardir.

* Ornek: hizlar A =2,B =1, C = 1;is boylan 2, 1, 1. Sosyal maliyet: en biiyiik bitis siiresi.

Atama Siireler (A, B, C) En biiyiik Nash?
A {2}, B{1}, C{1} 1,1, 1 1 evet (optimum)
A{1,1},B{2}, C{} 1,2,0

2 evet

ikinci atamada 2'lik is A'ya gecse (2 + 2)/2 = 2, C'ye gecse 2/1 = 2 bekler; 1'lik is C'ye gecse yine 1
bekler: kimse kazanmaz. Oran 2/1 = 2, 6zdes Gi¢ makinenin sinin 2 — 2/4 = 1,5'ten buyuk.

Makineler Saf denge PoA Karisik denge PoA

Ozdes 2 - 2/(m+1)
iliskili (farkh hizlr)

O(log m / log log m)

©(log m / log log m) O(log m / log log log m)

Hizlar farklilasinca saf dengenin kaybi da makine sayisiyla sinirsiz buytr (Czumaj-Vocking, 2002). Yk
Dengeleme oyununun 2. ve 3. seviyeleri bu modeli kullanir.



YUK DENGELEME

Oyuna Doniis: Yiikk Dengeleme Oyunu

Oyunun o6lgiisii farkh

Oyunda sosyal maliyet en buyuk yuk degil, tim
islerin bitis strelerinin toplamidir. Seviye 2, CPU
Scheduling: 7 birim is, hizlar 2, 1, 1.

Yiikler (A, B, Toplam siire Nash?
9
(3,22 315+22+22= evet
12,5 (optimum)
4210 42 +22+11= evet (en koti)
13

PoA =13/125=1,04. (4, 2, 1)'de A'daki is C'ye
gecse yine 2 bekler: kimse kazanmaz. Simetrigi (4,
1, 2) de ayni maliyetle (13) bir dengedir.

Bencil yerlesim nereye varir?

isler gelir gelmez en hizli sunucuyu secerse
(esitlikte A) sira A, A, B, C, A, A, B olur ve sonug tam
olarak en kotu dengelerden (4, 2, 1) gikar.
Oyundaki bencil denge gosterimi (Selfish
equilibrium) bu agg6zIi yerlesimle kurulur.

Seviye 1'de (6 is, 6zdes sunucular) tek denge (2, 2,
2) optimumdur: PoA = 1. Kayip, sunucular
farkllasinca ortaya cikar.

{2, 2, 1, 1} 6rnegindeki 4/3 en buyuk ytku, oyun toplam sureyi 6lger: PoOA'nin degeri olgllen sosyal

maliyete bagldir.



ISTIKRARIN BEDELI

Ayni Oyunda PoA # PoS

A:2TL
baglanti bedeli kullananlarca
0:01010 esit boliinir
B:6TL

4 oyuncu s'den t'ye baglanti kiralar: A 2 TL, B 6 TL; bedeli kullananlar esit boler (adil
maliyet paylasimi). Kalinlik: baglantidaki oyuncu sayisi.

Adim1/5



ISTIKRARIN BEDELI

Ayni Oyunda PoA # PoS

A:2TL
herkes A: kisi basi 0,5 TL
a o o ° B'ye tek basina gecen: 6 TL
° o toplam 2 = optimum
B: 6 TL

Herkes A'da: her biri 0,5 6der; B'ye tek basina gecen 6 dderdi = kimse ge¢cmez. Denge,
toplam 2 = optimum.

Adm2/5



ISTIKRARIN BEDELI

Ayni Oyunda PoA # PoS

A:2TL herkes B: kisi basi 1,5 TL

A'ya tek basina gecen: 2 TL

o D e

B:6TL

Herkes B'de: her biri 1,5 dder; A'ya tek basina gecen 2 éderdi (2 > 1,5) = kimse ge¢mez.
Bu da denge, toplam 6.

Adim3/5



ISTIKRARIN BEDELI

Ayni Oyunda PoA # PoS

Aozt A'daki 1 kisi: 2 TL
(1) B'deki 3 kisi: 2 TL
° o B'den A'ya gecen: 1 TL = kacar
B:6TL

Karisik profil (1 A, 3 B): B'deki bir oyuncu A'ya gecerse 1 6der < 2 = denge degil. Betik 16
profilin hepsini taradi: yalniz "hepsi A" ve "hepsi B" denge.

Adim4/5



ISTIKRARIN BEDELI

Ayni Oyunda PoA # PoS

A:2TL

B:6TL

PoA=6/2=3
PoS =2/2 =1

PoA = 6/2 = 3 (en kdtu denge), PoS = 1 (en iyi denge). Koordinasyon sorunu: oyuncular
iyi dengeye yonlendirilebilirse kayip yok; PoS bu iyimser senaryonun 6lgtsudur.

Adim5/5



ISTIKRARIN BEDELI

Adim Adim: istikrarin Bedeli (H,, Ornegi)

o 1 oyuncu yol oder
1 ortak 0,275
1/2
o 2 ortak 0,275
1,1

, ' @ 3 ortak 0,275
e 4 ortak 0,275

1/3

o toplam 1,1

1/4

Oyuncu i'nin kendi yolu 1/i; ortak yol v—t 1,1 (¢ = 0,1), kullananlar esit bdler. Optimum:
herkes ortakta, toplam 1,1, kisi basi 0,275.

Adm1/6



ISTIKRARIN BEDELI

Adim Adim: istikrarin Bedeli (H,, Ornegi)

1 oyuncu yol oder
1 ortak 0,367

1/2
2 ortak 0,367
3 ortak 0,367
4 kendi 0,25
toplam 1,35

1/4

Oyuncu 4: kendi yolu 1/4 = 0,25 < 0,275 — aynhir. Kalan Ug kisi artik 1,1/3 = 0,367 6der.

Adm 2 /6



ISTIKRARIN BEDELI

Adim Adim: istikrarin Bedeli (H,, Ornegi)

1 oyuncu yol oder
1 ortak 0,55

1/2
2 ortak 0,55
3 kendi 0,333
4 kendi 0,25
toplam 1,683

1/4

Oyuncu 3: 1/3 = 0,333 < 0,367 — ayrilir. Kalan iki kisi 0,55 6der.

Adm 3 /6



ISTIKRARIN BEDELI

Adim Adim: istikrarin Bedeli (H,, Ornegi)

1 oyuncu yol oder
1 ortak 1,1

1/2
2 kendi 0,5
3 kendi 0,333
4 kendi 0,25
toplam 2,183

1/4

Oyuncu 2: 1/2 = 0,5 < 0,55 — aynlir. Oyuncu 1 ortak yolu tek basina 6der: 1,1.

Adim4/6



ISTIKRARIN BEDELI

Adim Adim: istikrarin Bedeli (H,, Ornegi)

oyuncu yol dder
1 kendi 1
2 kendi 0,5
3 kendi 0,333
4 kendi 0,25
toplam 2,083

Oyuncu 1: kendi yolu 1 < 1,1 = ayrilir. Herkes kendi yolunda: 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 = 25/12
=~ 2,083.

Adim5/6



ISTIKRARIN BEDELI

Adim Adim: istikrarin Bedeli (H,, Ornegi)

oyuncu yol dder
1 kendi 1
2 kendi 0,5
3 kendi 0,333
4 kendi 0,25
toplam 2,083

Betik: 16 profilin tek dengesi bu — PoS = PoA = (25/12) / 1,1 = 125/66 = 1,894. ¢ — 0 iken
noyuncuda PoS = H, =1+ 1/2 + ... + 1/n.

Adm®6/6



ISTIKRARIN BEDELI

Neden PoS < H,,? Potansiyel Argiimani
Rosenthal potansiyeli adil paylasimda: cq.(k) = co/k oldugundan @©(s) = X e (1 + 1/2 + ... + 1/ng)
= Yo Co'H(Ng).

Adm 1/4



ISTIKRARIN BEDELI

Neden PoS < H,,? Potansiyel Argiimani

Rosenthal potansiyeli adil paylasimda: co(k) = co/k oldugundan ®©(s) = 2o ce(1 + 1/2 + ... + 1/ng)
= 2 CerH(Ng).

Sandvig¢. Kullanilan her kenarda 1 < H(ng) < H,, dolayisiyla C(s) < ®(s) < H,-C(s).
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ISTIKRARIN BEDELI
Neden PoS < H,,? Potansiyel Argiimani

Rosenthal potansiyeli adil paylasimda: co(k) = co/k oldugundan ®©(s) = 2o ce(1 + 1/2 + ... + 1/ng)
= 2 CerH(Ng).

Sandyvic. Kullanilan her kenarda 1 < H(ne) < H,, dolayisiyla C(s) < ®(s) < H,-C(s).

Dinamik. Optimumdan basla, en iyi tepki dinamigini calistir: ® her hamlede azalir ve bir s
dengesinde durur: ®(s) < ®(OPT).
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ISTIKRARIN BEDELI
Neden PoS < H,,? Potansiyel Argiimani

Rosenthal potansiyeli adil paylasimda: cq.(k) = ce/k oldugundan @©(s) = X e (1 + 1/2 + ... + 1/ng)
= 2 CerH(Ng).

Sandyvic. Kullanilan her kenarda 1 < H(ne) < H,, dolayisiyla C(s) < ®(s) < H,-C(s).

Dinamik. Optimumdan basla, en iyi tepki dinamigini calistir: ® her hamlede azalir ve bir s
dengesinde durur: ®(s) < ®(OPT).

C(s) £ ®(s) < O(OPT) < H,-C(OPT) — PoS < H, = In n (Anshelevich vd., 2004). H, 6rnegi bu
sinirin siki oldugunu gosterir. PoA ise n kadar buytk olabilir.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Dengeyi Kaydirir

dk x; = 2.000 toplam gecikme C (bin arac-dk)
: 1
40 : =0 : | 75
: 81 + T :
- T=25 1
30 ; :
1
T=5 :
20 ' :
! bt 75 :
L 1
1
10 - =10 ;
i 1
T r 1 I
0 1.000 2.000 3.000 (cubuk 70b'den) optimum 71,25

X1
Ucret yok (t = 0): denge & = £, — x4 = 2.000, toplam 75.000 arac-dk. Ucret siiriicii icin
dakika cinsinden ek maliyet sayilir.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Dengeyi Kaydirir

dk x; = 1.833 toplam gecikme C (bin arac-dk)
: 1
40 ' =0 : | 75
: L+t 1
l v=25[ v ] 729
30 1 ,
- T=5 :
1
20 ! 1
! b =75 :
g 1
1
10 : =10 ;
T I T 1 :
0 1.000 2.000 3.000 (cubuk 70b'den) optimum 71,25

X1
T = 2,5: Yol 1 egrisi yukari kayar; kesisim sola gider: x; ~ 1.833, toplam =~ 72.917. Ucret bir
transferdir, toplam gecikmeye eklenmez.

Adm2/5



POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Dengeyi Kaydirir

dk X1 =1

o
o
~

toplam gecikme C (bin arac-dk)

40

- oy

30
| T=5 |:E| 71,67
20 -
! b =75 :
g 1
1
10 : T=10 ;
T : T 1 :
0 1.000 2.000 3.000 (cubuk 70b'den)  optimum 71,25

X1

T = 5:xy = 1.667, toplam = 71.667. Her artis bir kisim strtctyd genis Yol 2'ye iter.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Dengeyi Kaydirir

.500 toplam gecikme C (bin arac-dk)

dk X1 =

1
L | 75

v=2s[ T 729

t=5[ 1767
1
o c-75[ {725

1
=10 i
1
1

0 1.000 2.000 3.000 (cubuk 70b'den) optimum 71,25
X1

T = 7,5 %1 = 1.500 — sistem optimumu (71.250) artik bir denge. Marjinal maliyet Ucretleri
Yol 1'e x4¥'1 = 15, Yol 2'ye x,{', = 7,5 dk; dnemli olan fark: 7,5.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Dengeyi Kaydirir

dk x¢ = 1.333 toplam gecikme C (bin arac-dk)

L+T

1
40 t=0| ' | 75

1
1
1
1
1
1
1
1

30

t=5[ 1767
1
o c-75[ 725
1
T= 1o|:'=:| 71,67

0 1.000 2.000 3.000 (cubuk 70b'den) optimum 71,25
X1

20

10

T = 10: fazla Ucret asirya kagar: x; = 1.333, toplam yine = 71.667. Dogru Ucret dissalliga
esit olandir, “ne kadar ¢ok o kadar iyi” degil.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Pigou'yu Diizeltir

strliciiniin gérdugl maliyet
{(x) = x

1,5
eski denge x = 1

1 It: 1
X

0,5

0 0,25 0,5 0,75 1

£x) =1 x (ist yoldaki pay)

Baslangic: tcret yok, herkes Ust yolda (x = 1), toplam gecikme 1. Amag: optimumu (x = 1/2)
denge yapmak.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Pigou'yu Diizeltir

strliciiniin gérdugl maliyet

£(x) = x + licret x 2 X tAicret
1,5
alt: 1
1 —=>
(&) o) —
PR
0,5 ”a”’
—’—”
"
0 T T T 1
0 0,25 0,5 0,75 1

£x) =1 x (ist yoldaki pay)

Marjinal maliyet Ucreti Te = fe-l'o(fe): Ust yolda £ = 1 - t = x; alt yolda £ = 0 — (cret yok.
Surlcu Ustte x + x = 2x gordar.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Pigou'yu Diizeltir

strliciiniin gérdugl maliyet

{(x) = x + Ucret x 2 X Alcret
ust: 0,5
1,5
yeni denge x = 1/2 alt: 1
1 —
1 '—' X
1 =
0,5 ”"I,rf
ld’—” :
alt: 0,5 0 e ) ! : '
0 0,25 0,5 0,75 1
I(x) =1

x (Ust yoldaki pay)

Yeni denge: 2x = 1 — x = 1/2. Bencil surtculer kendiliginden optimum dagilimi secer;
gecikme 3/4.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Pigou'yu Diizeltir

strliciiniin gérdugl maliyet

{(x) = x + Ucret x 2 X Alcret
ust: 0,5
1,5
yeni denge x = 1/2 alt: 1
1 —
1 '—' X
1 =
0,5 ”"I,rf
ld’—” :
alt: 0,5 0 e ) ! : '
0 0,25 0,5 0,75 1
I(x) =1

x (Ust yoldaki pay)

Toplanan Ucret: 1/2 - 1/2 = 1/4. Surlculerin 6dedigi toplam 3/4 + 1/4 = 1: gelir geri
dagitilmazsa suricller kazanmaz, kazang topluma gecer.
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POA'YI AZALTMA

Adim Adim: Tikaniklik Ucreti Pigou'yu Diizeltir

. strliciiniin gérdugl maliyet
{(x) = x + Ucret x 2 X tAicret

ust: 0,5
1,5

yeni denge x = 1/2

1
1
1
0,5 =T
1
1
1

alt: 0,5 0
{(x) =1

0 0,25 0,5 0,75 1
x (Ust yoldaki pay)

Ayni sonucu sabit UGcret de verir: Gstyolat=1/2 - x + 1/2 =1 = x = 1/2. Genel teorem:
marjinal maliyet Ucreti her agda optimumu denge yapar.
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POA'YI AZALTMA

PoA'y1 Azaltmanin Diger Yollan

Tikanikhik fiyatlandirmasi

Kullanicilarin baskalarina
yukledigi digsal maliyeti
karara dahil eder (Londra,
Stockholm, Singapur
uygulamalari).

Rota onerisi ve bilgi

Oneriler dengeyi daha
disutk toplam maliyete
yonlendirebilir; ama uyum
gonulludur.

Merkezi / Stackelberg
yonlendirme

Trafigin bir kismini merkez
yonlendirir, gerisi bencil
secer; kontrol edilen pay
arttikca oran 1'e yaklasir.

Mekanizma tasarimi

Kurallar, iyi sonug tek denge
olacak bicimde kurmak.

Kapasite planlama

Roughgarden-Tardos: bencil
denge, iki kati trafigi
optimum bigimde
tasimaktan daha pahali
degildir. Kapasiteyi artirmak
Ucretin yerini tutabilir.

Maliyeti hesaba katmak

Miudahalenin bilgi,
uygulama ve adalet
maliyetleri elde edilen
verimlilik kazanciyla birlikte
degerlendirilmelidir.



POA'YI AZALTMA

Gercek Hayat ve Tartisma

Trafik aglarinda Ucretli seritler, internette aglar arasi rota secimi, enerji sebekesinde zamana
bagli tarifeler: licinde de soru aynidir. Bencil denge ne kadar koti, hangi miidahale onu
optimuma yaklastirir?

Tartisma sorulari
 Bireysel cikarlar neden her zaman sosyal optimuma ulagsmaz? Pigou 6rneginde hangi
dissallik var?

e PoA'yr azaltmak icin hangi tesvikler uygulanabilir (Gcret, bonus, merkezi yonlendirme)?
Hangisi daha adil?

e Braess paradoksu gunluk hayatta nerede gorilebilir? Bir yolu kapatmak ne zaman
mantikhdir?



DEGERLENDIRME
Ozet

Ornek

iki yol, 3.000 arac

Pigou (x ve 1)

Dogrusal gecikme, her ag

Pigou, £ = xP

Atomik tikaniklik, dogrusal
Braess, 4.000 arag

Yuk dengeleme {2, 2, 1, 1}

Adil paylasim, H,, ornegi

Pigou + Ucret T = x

Denge
75.000
1

1

320.000

4 (en koti)
25/12

3/4

Optimum
71.250
3/4

-0
258.750

3

1,1

3/4

Oran

PoA = 1,053

PoA =4/3

PoA < 4/3 (siki)
POA — o

PoA < 5/2 (siki)
PoA = 1,237

PoA = 4/3, PoS =1
PoS = 1,894 (< H,)
1



DEGERLENDIRME

Ornek Problemler

1. Pigou aginda Ust yolun gecikmesi x* olsun. Denge maliyeti, optimum ve PoA nedir?

2.lsler {3, 3, 2, 2, 2}, 2 6zdes makine. Optimum en biiyiik yiik nedir? En biiyiik yiikii 7 olan bir Nash
dengesi bulun.

3. Normallestirilmis Braess aginda (s—A: x, A—t: 1, s—B: 1, B—t: x, A—B: 0; 1 birim trafik) POA nedir?
4. Hp 6rnegini n = 3 icin kurun (g kiguk). PoS kaca yaklasir?

5. Ust yol 2x, alt yol 1 olan Pigou aginda PoA ve optimumu denge yapan sabit licret nedir?

» Cevaplar goster



DEGERLENDIRME

Alistirmalar: izlemeler ve Yeni Konular

1. pigou_poa(3) kac dondirir? (xOFT = 4-1/3)

2. Dort is (4, 3, 3, 2) basta hepsi M1'de; her adimda karli sapan ilk is en az yikli makineye gecer. Bu en iyi tepki
dinamigi hangi en buyuk ytkte durur? Optimum kactir?

3. Bir oyun (1, '2)-purizsiz ise PoA icin ne sdylenebilir? Pigou'nun (1, V4) degeriyle karsilastirin.
4. PoA # PoS oyununda A 3 TL, B 8 TL olsun (4 oyuncu). Dengeler hangileri, POA ve PoS kactir?
5.y=2,z=3iciny(z + 1) < 5/3y* + 1/3-2% esitsizligini dogrulayin.

6. poa_pos([3, 2, 2, 11, 2) ne dondirir?

» Cevaplar goster



DEGERLENDIRME

Etkilesimli Oyunlar

Yik Dengeleme ve PoA Bencil Yonlendirme

islerin makinelere dagihimi: denge, Wardrop dengesi, sistem optimumu ve
optimum ve aradaki oran. aradaki oran (PoA).
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