Bolum 6: Bol ve Fethet
Yaklasimi

Algoritmalar
Bol - Parcala - Yonet - Birlestir Ana teorem Birlestirme ve hizli siralama Hizh Gs alma
Quickhull En yakin nokta cifti Karatsuba Strassen
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GiRiS

Ogrenme Ciktilan

Paradigma

Bol ve fethet (divide and conquer)
yaklagsiminin adimlarini agiklamak; bir
problemin bu yaklasima uygun olup
olmadigina karar vermek.

Geometrik algoritmalar

Quickhull ile digbikey 6rtuyu ve serit
yontemiyle en yakin nokta ciftini adim adim
bulmak.

Analiz

Yineleme bagintisini (recurrence) kurmak; ana
teoremle (master theorem) bdl ve fethet
algoritmalarinin suresini bulmak.

Hizli carpma

Karatsuba (tam sayi) ve Strassen (matris)
carpiminin, bir 6zyinelemeli ¢cagriyi eksilterek
nasil kazang sagladigini gostermek.



PARADIGMA

Bol-Parcala-Yonet Paradigmasi

Karmasik problemleri cozmek icin kullanilan
etkili bir ydntemdir (divide and conquer, bol

[ Problem (n) J

ve fethet). Su adimlar izler: 1 Bl
1. Bol: karmasik problem daha kiiglk, yonetilebilir n/2 n/2
alt problemlere bolunar. 2 Pargala
2. Parcala: alt problemler, dogrudan céziilebilecek [ n/4 J [ n/4 J [ n/4 J [ n/4 J
kadar kiculene dek bélinmeye devam eder 3 Yonet

(6zyineleme).

3. Yonet: her alt problem ayri ayri ¢ozilir. 4 Birlestir

[ Coziim (n) ]

4. Birlestir: alt problemlerin ¢ozimleri
birlestirilerek asil ¢cdzim kurulur.

Anahtar: alt problemler asil problemle ayni tiirdendir ama daha kigukttr ve birbirinden
bagimsizdir; bu ylizden ayni fonksiyon kendini 6zyinelemeli cagirir.



PARADIGMA
Neden Bol ve Fethet?

e Karmasik problemi kiiglik ve yonetilebilir parcalara ayirir; problem daha anlasilir hale gelir, c6zimu
kolaylasir.

e Alt problemlerin ¢6zim yontemi (ayni fonksiyon) her diizeyde tekrar kullanilir: kisa ve yeniden
kullanilabilir kod.

e Siralama, arama, hesaplamali geometri, biiylk sayi ve matris aritmetigi, yapay zeka oyunlari gibi
alanlarda kullanilir.

Avantajlar Dezavantajlar

+ Cogu zaman asimptotik kazang: O(n®) — - Ozyineleme yiki: cagri yigini, ek bellek
O(n log n), O(n) = O(log n). (6r. birlestirme siralamasinda O(n)).

+ Bagimsiz alt problemler paralel - Alt problemler ortiisiiyorsa ayni is tekrar
¢Ozulebilir. tekrar yapilir — Ustel sure.

+ Alt problemler kiigiildikce dnbellege - Kucuk n i¢in sabit ¢carpanlar agir basar;
sigar: iyi bellek yerelligi. pratikte bir esigin altinda basit yonteme

+ Dogruluk kaniti timevarimla kolaydir. gegilir.



PARADIGMA

Genel Sablon ve Baginti

Sonuc bolVeFethet(Problem p) {
if (p.boyut() <= ESIK)
return dogrudanCoz(p); // taban durumu
Problem[] alt = bol(p); // a alt problem, boyut n/b
Sonuc[] cozum = new Sonuc[alt.length];
for (int 1 = @; i < alt.length; i++)
cozum[i] = bolVeFethet(alt[i]); // yonet: Ozyineleme

return birlestir(cozum); // birlestir
}
Calisma siiresi: e Taban durumu olmadan 6zyineleme bitmez.
T(n) = a-T(n/b) + f(n) e Bolme dengeli olmali: n/2 + n/2iyi, 1 + (n -
a: alt problem sayisi - n/b: alt problem boyutu - 1) kota.
f(n): bolme + birlestirme maliyeti e Hiz kazanci genellikle a'y1 azaltmaktan

(Karatsuba, Strassen) ya da f(n)'yi
kicultmekten gelir.



PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

2 if (alt == ust) return af[alt]; // taban
| P int orta = (alt + ust) / 2;

>

5

6

7

int sol = enBuyuk(a, alt, orta);

int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);

return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

GCAGRI YIGINI
(enBuyuk(O, 1) ]
main() Dizi [5,2,9,4,7]; enBuyuk(a, 0, 4) cagrild.
Aralikta birden ¢ok 6ge var — orta = 2, 6nce sol
yan [0..2] ¢cozular.

Adim 1/13

DEGiISKENLER
alt =0 )(ust =4 )(orta =2 )(sol =72

sag = ?



PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

2 if (alt == ust) return af[alt]; // taban
| P int orta = (alt + ust) / 2;

>

5

6

7

int sol = enBuyuk(a, alt, orta);
int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);

return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

CAGRI YIGINI

(enBuyuk(O, 2) ]
enBuyuk(®, 4) enBuyuk(0, 2) :orta =1 - 6nce sol yari [0..1],
main() sonra sag yari [2..2].

Adm2/13

DEGIiSKENLER
0 ust = i) <brta = i) sol =7

alt

?

sag



PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

2 if (alt == ust) return af[alt]; // taban
| P int orta = (alt + ust) / 2;

>

5

6

7

int sol = enBuyuk(a, alt, orta);
int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);

return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

CAGRI YIGINI

(enBuyuk(O, 1) ]
enBuyuk(0, 2) enBuyuk(@, 1) :orta =0 — dnce sol yari [0..0],
enBuyuk(0, 4) sonra sag yari [1..1].
main()

Adim 3/ 13

DEGIiSKENLER
alt = 0 )(ust = i> <brta = d) sol =7

sag = ?



PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) { 2 ; i =
I »  if (alt == ust) return a[alt]; // taban
3 int orta = (alt + ust) / 2;
4 int sol = enBuyuk(a, alt, orta);
5 int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
6  return Math.max(sol, sag); // birlestir
7}
GCAGRI YIGINI
(enBuyuk(O, 0) ]
enBuyuk(0, 1) enBuyuk(0, 0) :tek 6ge — taban durumu,

enBuyuk(0, 2) a[0] = 5 doner.

enBuyuk(0, 4) Adim 4/ 13

main()
DEGIiSKENLER

alt =0 )(ust = 0> (orta = —> Csol = —)




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) { 2 ; i =
I »  if (alt == ust) return a[alt]; // taban
3 int orta = (alt + ust) / 2;
4 int sol = enBuyuk(a, alt, orta);
5 int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
6  return Math.max(sol, sag); // birlestir
7}
GCAGRI YIGINI
(enBuyuk(l, 1) ]
enBuyuk(0, 1) enBuyuk(1l, 1) :tek 6ge — taban durumu,

enBuyuk(0, 2) a[1] = 2 doner.

enBuyuk(0, 4) Adm5/13

main()
DEGIiSKENLER

(élt i> (ﬁst = i) orta == )(sol = -

sag




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {
if (alt == ust) return a[alt]; // taban
int orta = (alt + ust) / 2;

int sol

enBuyuk(a, alt, orta);

1

2

3

4

5 int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);

»  return Math.max(sol, sag); // birlestir
7

}

GCAGRI YIGINI

(enBuyuk(O, 1) J
enBuyuk(0, 2) enBuyuk(0, 1) :sol =5, sag = 2 — birlestir:

max = 5 doner.

enBuyuk(0, 4)
main() Adim 6/ 13

DEGIiSKENLER

ust =1 orta = @> Csol = 5)




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

»  if (alt == ust) return a[alt]; // taban
3 int orta = (alt + ust) / 2;
4
5
6
7

int sol = enBuyuk(a, alt, orta);
int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

GCAGRI YIGINI

(enBuyuk(2, 2) J
enBuyuk(0, 2) enBuyuk(2, 2) :tek 6ge — taban durumu,

al2] = 9 doner.

enBuyuk(0, 4)

main() Adim 7 /13

DEGIiSKENLER
Calt = 2> Cust = 2> (orta = —> Csol = —)




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {
if (alt == ust) return a[alt]; // taban
int orta = (alt + ust) / 2;

int sol

1

2

3

4 enBuyuk(a, alt, orta);

5 int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
>

7

I return Math.max(sol, sag); // birlestir
}
GCAGRI YIGINI
(enBuyuk(O, 2) J
enBuyuk(0, 4) enBuyuk(0, 2) :sol =5, sag = 9 — birlestir:
main0) max = 9 doner.

Adm 8/ 13

DEGIiSKENLER

ust = 2 )(orta = 1> Csol = 5)




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

2 if (alt == ust) return af[alt]; // taban
| P int orta = (alt + ust) / 2;

>

5

6

7

int sol = enBuyuk(a, alt, orta);
int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);

return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

CAGRI YIGINI

(enBuyuk(B, 1) J
enBuyuk(@, 4) enBuyuk(3, 4) :orta =3 - 6nce sol yari [3..3],
main() sonra sag yari [4.4].

Adm9/13

DEGIiSKENLER
(}lt = i}(}st = {)(}rta = i}(}ol = i)




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

»  if (alt == ust) return a[alt]; // taban
3 int orta = (alt + ust) / 2;

4 int sol
5
6
7

enBuyuk(a, alt, orta);
int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

GCAGRI YIGINI

(enBuyuk(B, 3) ]
enBuyuk(3, 4) enBuyuk(3, 3) :tek 6ge — taban durumu,

a[3] = 4 doner.

enBuyuk(0, 4)

main() Adim 10/ 13

DEGIiSKENLER
alt =3 )(ust = 3> (orta = —> Csol = —)




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

»  if (alt == ust) return a[alt]; // taban
3 int orta = (alt + ust) / 2;

4 int sol
5
6
7

enBuyuk(a, alt, orta);
int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

GCAGRI YIGINI

(enBuyuk(u, 1) ]
enBuyuk(3, 4) enBuyuk(d, 4) :tek 6ge — taban durumu,

a[4] = 7 doner.

enBuyuk(0, 4)

main() Adim 11/ 13

DEGIiSKENLER

(élt = 4) (ﬁst = 4) orta = - sol = -

sag = -




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {
if (alt == ust) return a[alt]; // taban
int orta = (alt + ust) / 2;

int sol

1

2

3

4 enBuyuk(a, alt, orta);

5 int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
>

7

I return Math.max(sol, sag); // birlestir
}
GCAGRI YIGINI
(enBuyuk(B, 1) J
enBuyuk(0, 4) enBuyuk(3, 4) :sol =4, sag = 7 — birlestir:
main0) max = 7 doner.

Adim 12 /13

DEGIiSKENLER

ust = 4 )(orta = 3> Csol = l-l)




PARADIGMA - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Sablonun Uygulamasi: En Biiyiik Oge

1 int enBuyuk(int[] a, int alt, int ust) {

2 if (alt == ust) return af[alt]; // taban
3 int orta = (alt + ust) / 2;

4 int sol = enBuyuk(a, alt, orta);

5 int sag = enBuyuk(a, orta + 1, ust);
>
7

return Math.max(sol, sag); // birlestir

}

CAGRI YIGINI
(enBuyuk(O, 1) ]
main() enBuyuk(0, 4) :sol =9, sag = 7 — birlestir:
max = 9 doner. Sonug¢ 9: n yaprak, n - 1
karsilastirma; T(n) = 2T(n/2) + O(1) = O(n).

Adim 13 /13

DEGiISKENLER

ust = 4 )( orta = 2) Csol = 9)

sag = 7




PARADIGMA

Klasik Bol ve Fethet Algoritmalari

Algoritma

ikili arama

Birlestirme
siralamasi

Hizh siralama

Hizh iis alma

Quickhull

En yakin nokta
cifti

Karatsuba

Strassen

Bol

ortadaki 6geye bak,
bir yariyi at

diziyi ortadan ikiye
bol

pivota gore bolimle
X" = (xV2h)2(x)

en uzak noktayla
dcgen

x'e gore ortadan bol

sayly! iki yaritya bol

matrisi 4 bloga bol

Birlestir

yok

sirali yarilari
birlestir

yok (yerinde)
kare al

ortu pargalarini
ekle

orta seridi tara

3 garpimi topla

7 carpimi topla

Baginti
T(n/2) + O(1)

2T(n/2) + O(n)

T(k) + T(n=k=1) + O(n)

T(n/2) + O(1)
T(n1) + T(nz) + O(n)

2T(n/2) + O(n)

3T(n/2) + O(n)

7T(n/2) + O(n?

Siire

O(log n)

O(n log n)

ort. O(n log n)
O(log n)

ort. O(n log n)

O(n log n)

o(n1,585)

O(n2,807)



YiNELEME BAGINTILARI

Ana Teorem ve Boliimiin Algoritmalari

T(n) = a-T(n/b) + f(n), a > 1, b > 1. f(n), yapraklarin toplam isi n'°% 2 ile karsilastirilir: f(n)
polinom olarak kiiciikse @(n'°92) (durum 1, yapraklar baskin), ayni mertebedeyse @(n'°92
log n) (durum 2), polinom olarak buylkse ve diizenlilik kosulu saglaniyorsa ©(f(n)) (durum 3,
kok baskin).

Algoritma a b f(n) n'°%2 Durum T(n)
ikili arama (azalt ve fethet), hizl s alma 1T 2 1 n® =1 2 O(log n)
Birlestirme siralamasi, en yakin cift, dengeli hizli siralama 2|2 n n 2 O(n log n)
Karatsuba 3|2 n n1>85 1 O(n'38)
Saf blok matris carpimi 8 2 n? n3 1 O(n?
Strassen 712 ]| n? n2807 1 O(n%807)

Karatsuba ve Strassen'in tim kazanci a'yi bir azaltmaktan gelir: 4 — 3 ve 8 — 7. Quickhull
(T(nq1) + T(nz) + n) ve dengesiz hizli siralama (T(n — 1) + n) esit olmayan bélmeler oldugundan
ana teoreme uymaz; bunlar 6zyineleme agaciyla ¢ozulur.



TEMEL ORNEKLER

Birlestirme Siralamasi: Bol ve Fethet Bakisi

Bol 38127 |43| 3 |9 82|10

B&|

Bo|

Taban

Birlestir

Birlestir

Birlestir

Dizi: [38, 27,43, 3,9,82,10], n = 7.
Adim1/7

e Bol: dizi ortadan ikiye ayrilir, O(1). Yonet: iki yar 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: sirali yarilar tek geciste
birlestirilir, ©(n).

e T(n) = 2T(n/2) + ©(n) = durum 2 — O(n log n); en iyi, ortalama ve en koétl durumda ayni. Asil is
birlestirmede yapilir.



TEMEL ORNEKLER

Birlestirme Siralamasi: Bol ve Fethet Bakisi

Bol 38127 |43| 3 |9 82|10

Bol 38127 |43] 3 9182|110

Bo|

Taban

Birlestir

Birlestir

Birlestir

Bol: orta = (0 + 6)/2 =3 - [38 27 43 3] ve [9 82 10].
Adim2/7

e Bol: dizi ortadan ikiye ayrilir, O(1). Yonet: iki yar 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: sirali yarilar tek geciste
birlestirilir, ©(n).

e T(n) = 2T(n/2) + ©(n) = durum 2 — O(n log n); en iyi, ortalama ve en koétl durumda ayni. Asil is
birlestirmede yapilir.



TEMEL ORNEKLER

Birlestirme Siralamasi: Bol ve Fethet Bakisi

Bol 38127 |43| 3 |9 82|10

Bol 38|27 (43| 3 9 (8210

Bol 38127 |]43]| 3 9 1821]10

Taban

Birlestir
Birlestir
Birlestir

Yarilar yeniden bollinur: [38 27] [43 3] [9 82] [10].

Adim3/7
e Bol: dizi ortadan ikiye ayrilir, O(1). Yonet: iki yar 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: sirali yarilar tek geciste
birlestirilir, ©(n).

e T(n) = 2T(n/2) + ©(n) = durum 2 — O(n log n); en iyi, ortalama ve en koétl durumda ayni. Asil is
birlestirmede yaplilr.



TEMEL ORNEKLER

Birlestirme Siralamasi: Bol ve Fethet Bakisi

Bol 38|127(43| 3 | 9 |82|10

Bol 38|27 (43| 3 9 (8210

Bol 38 (27 ([43] 3 9 | 82 10
Taban 38|27 || 43 3 9 82 10
Birlestir

Birlestir

Birlestir

Tek 6geli diziler zaten siralidir: taban durumu.

Adim4 /7
e Bol: dizi ortadan ikiye ayrilir, O(1). Yonet: iki yar 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: sirali yarilar tek geciste
birlestirilir, ©(n).

e T(n) = 2T(n/2) + ©(n) = durum 2 — O(n log n); en iyi, ortalama ve en koétl durumda ayni. Asil is
birlestirmede yaplilr.



TEMEL ORNEKLER

Birlestirme Siralamasi: Bol ve Fethet Bakisi

Bol 38(27 1433 |9 (82]10

Bol 38 (27 43| 3 9 18210

Bol 38127 | (43| 3 9 |82(|10
Taban 38 (|27 | |43 3 9 82|10
Birlestir 27 | 38 3143 9 182|]10

Birlestir
Birlestir
Birlestir: ikililer sirali birlesir: [27 38] [3 43] [9 82] [10].

Adim5/7
e Bol: dizi ortadan ikiye ayrilir, O(1). Yonet: iki yar 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: sirali yarilar tek geciste
birlestirilir, ©(n).

e T(n) = 2T(n/2) + ©(n) = durum 2 — O(n log n); en iyi, ortalama ve en koétl durumda ayni. Asil is
birlestirmede yaplilr.



TEMEL ORNEKLER

Birlestirme Siralamasi: Bol ve Fethet Bakisi

Bol 38127 |43| 3 |9 82|10

Bol 38|27 (43| 3 9 (8210

Bol 38127 | |43 | 3 9 (82|10
Taban 38 || 27 | | 43 3 9 82|10

Birlestir 27 | 38 3 (43 9 182(|10

Birlestir 3127|3843 9110 |82

Birlestir
[3 27 38 43] ve [9 10 82]: her birlestirme, iki yarinin uzunluk toplami kadar adim.

Adim6 /7
e Bol: dizi ortadan ikiye ayrilir, O(1). Yonet: iki yar 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: sirali yarilar tek geciste
birlestirilir, ©(n).

e T(n) = 2T(n/2) + ©(n) = durum 2 — O(n log n); en iyi, ortalama ve en koétl durumda ayni. Asil is
birlestirmede yaplilr.



TEMEL ORNEKLER

Birlestirme Siralamasi: Bol ve Fethet Bakisi

Bol 38127 |43| 3 |9 82|10

Bol 38|27 (43| 3 9 (8210

Bol 38127 | |43 | 3 9 (82|10
Taban 38 || 27 | | 43 3 9 82|10

Birlestir 27 | 38 3 (43 9 182(|10

Birlestir 3 |27 (38|43 9 |10 | 82

Birlestir 31911027 |38]|43]|82

Son birlestirme: [3 9 10 27 38 43 82]. Her duizey O(n), [log, 7] = 3 duzey.

Adm7/7
e Bol: dizi ortadan ikiye ayrilir, O(1). Yonet: iki yar 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: sirali yarilar tek geciste
birlestirilir, ©(n).

e T(n) = 2T(n/2) + ©(n) = durum 2 — O(n log n); en iyi, ortalama ve en koétl durumda ayni. Asil is
birlestirmede yaplilr.



TEMEL ORNEKLER

Hizh Siralama: Bol ve Fethet Bakisi

Bol: pivota gore bolimlenir, ©(n). Yonet: iki parca 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: yok;
parcalar yerinde siralanir. Asil is bélmede yapilr.

0 1 2 3 4 5 6

10 [ 80 | 30 | 90 | 40 | 50 | 70

T

pivot

Dizi [10 80 30 90 40 50 70]; Lomuto bdlimlemesi: son 6ge pivot (70).

Adim1/7
Dengeli blme Dengesiz bélme
Pivot ortanca civarindaysa T(n) = 2T(n/2) + O(n) Sirali giriste son 6ge pivot: T(n) = T(n = 1) + O(n)

— O(n log n) (ortalama durum). — 0(n?). Care: rastgele pivot, {iciin ortancasi.



TEMEL ORNEKLER

Hizh Siralama: Bol ve Fethet Bakisi

Bol: pivota gore bolimlenir, ©(n). Yonet: iki parca 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: yok;
parcalar yerinde siralanir. Asil is bélmede yapilr.

0 1 2 3 4 5 6

10 [ 30 | 40 | 50 | 70 | 90 | 80

T

pivot

bolimle(dizi, 0, 6), pivot 70 — indis 4'e yerlesti. Sol: [10 30 40 50], sag: [90 80].

Adm?2/7
Dengeli blme Dengesiz bélme
Pivot ortanca civarindaysa T(n) = 2T(n/2) + O(n) Sirali giriste son 6ge pivot: T(n) = T(n = 1) + O(n)

— O(n log n) (ortalama durum). — 0(n?). Care: rastgele pivot, {iciin ortancasi.



TEMEL ORNEKLER

Hizh Siralama: Bol ve Fethet Bakisi

Bol: pivota gore bolimlenir, ©(n). Yonet: iki parca 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: yok;
parcalar yerinde siralanir. Asil is bélmede yapilr.

0 1 2 3 4 5 6

10 | 30 | 40 | 50 | 70 | 90 @ 80

T

pivot

bolimle(dizi, 0, 3), pivot 50 — indis 3'e yerlesti. Sol: [10 30 40], sag: [—]. Dengesiz bolme!

Adim3/7
Dengeli blme Dengesiz bélme
Pivot ortanca civarindaysa T(n) = 2T(n/2) + O(n) Sirali giriste son 6ge pivot: T(n) = T(n = 1) + O(n)

— O(n log n) (ortalama durum). — 0(n?). Care: rastgele pivot, {iciin ortancasi.



TEMEL ORNEKLER

Hizh Siralama: Bol ve Fethet Bakisi

Bol: pivota gore bolimlenir, ©(n). Yonet: iki parca 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: yok;
parcalar yerinde siralanir. Asil is bélmede yapilr.

0 1 2 3 4 5 6

10 | 30 | 40 | 50 | 70 | 90 @ 80

T

pivot

bélimle(dizi, 0, 2), pivot 40 — indis 2'ye yerlesti. Sol: [10 30], sag: [—]. Dengesiz bolme!

Adim4 /7
Dengeli blme Dengesiz bélme
Pivot ortanca civarindaysa T(n) = 2T(n/2) + O(n) Sirali giriste son 6ge pivot: T(n) = T(n = 1) + O(n)

— O(n log n) (ortalama durum). — 0(n?). Care: rastgele pivot, {iciin ortancasi.



TEMEL ORNEKLER

Hizh Siralama: Bol ve Fethet Bakisi

Bol: pivota gore bolimlenir, ©(n). Yonet: iki parca 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: yok;
parcalar yerinde siralanir. Asil is bélmede yapilr.

0 1 2 3 4 5 6

10 | 30 | 40 | 50 | 70 | 90 @ 80

T

pivot

bolimle(dizi, 0, 1), pivot 30 — indis 1'e yerlesti. Sol: [10], sag: [—]. Dengesiz bolme!

Adim5/7
Dengeli blme Dengesiz bélme
Pivot ortanca civarindaysa T(n) = 2T(n/2) + O(n) Sirali giriste son 6ge pivot: T(n) = T(n = 1) + O(n)

— O(n log n) (ortalama durum). — 0(n?). Care: rastgele pivot, {iciin ortancasi.



TEMEL ORNEKLER

Hizh Siralama: Bol ve Fethet Bakisi

Bol: pivota gore bolimlenir, ©(n). Yonet: iki parca 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: yok;
parcalar yerinde siralanir. Asil is bélmede yapilr.

0 1 2 3 4 5 6

10 |1 30 | 40 | 50 | 70 | 80 | 90

T

pivot

bolimle(dizi, 5, 6), pivot 80 — indis 5'e yerlesti. Sol: [—], sag: [90]. Dengesiz bolme!

Adimo6/7
Dengeli blme Dengesiz bélme
Pivot ortanca civarindaysa T(n) = 2T(n/2) + O(n) Sirali giriste son 6ge pivot: T(n) = T(n = 1) + O(n)

— O(n log n) (ortalama durum). — 0(n?). Care: rastgele pivot, {iciin ortancasi.



TEMEL ORNEKLER

Hizh Siralama: Bol ve Fethet Bakisi

Bol: pivota gore bolimlenir, ©(n). Yonet: iki parca 6zyinelemeli siralanir. Birlestir: yok;
parcalar yerinde siralanir. Asil is bélmede yapilr.

0 1 2 3 4 5 6

10 | 30 [ 40 | 50 | 70 | 80 | 90

Sirali: [10 30 40 50 70 80 90]. Birlestirme adimi yok; is bolimlemede yapilir.

Adm7/7
Dengeli blme Dengesiz bélme
Pivot ortanca civarindaysa T(n) = 2T(n/2) + O(n) Sirali giriste son 6ge pivot: T(n) = T(n = 1) + O(n)

— O(n log n) (ortalama durum). — 0(n?). Care: rastgele pivot, {iciin ortancasi.



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

1 long us(long x, int n) {

2 if (n == @) return 1; // taban n=13 n=6 = n=3 = n=1 = n=0
| > long y = us(x, n/ 2);

4 if (n % 2 == 0) return y *vy; // ¢ift

5  return x * y * y; // tek 3" = 3,392 3¢ = (3%)% 3% = 3.(3")2

°}

us(3, 13) cagrildi = 6nce us(3, 6) hesaplanmal (n/2 = 6).
CAGRI YIGINI
Adm1/9

[us(B, 13) ]

main() DEGISKENLER

x=3)(n=13 )(y =7?
Saf ydntem 12, bu yontem 7 carpim; n =
10°da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
= T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

1 long us(long x, int n) {

2 if (n == @) return 1; // taban £n=13 H n=6 ]_» n=3 =% n=1 =* n=0
| > long y = us(x, n/ 2);

4 if (n % 2 == 0) return y *vy; // ¢ift

5  return x * y * y; // tek 3" = 3,392 3¢ = (3%)% 3% = 3.(3")2

°}

us(3, 6) cagnldi — dnce us(3, 3) hesaplanmali (n/2 = 3).
GAGRI YIGINI
Adm2/9

[us(B, 6) ]

us(3, 13) DEGISKENLER

= = ?
main() x =3 y =

Saf yontem 12, bu ydontem 7 ¢carpim; n =
10%da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
= T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

1 long us(long x, int n) {

2 if (n == @) return 1; // taban £n=13 H n=6 }{ n=3 ]—» n=1 = n=0
| > long y = us(x, n/ 2);

4 if (n % 2 == 0) return y *vy; // ¢ift

5  return x * y * y; // tek 3" = 3,392 3¢ = (3%)% 3% = 3.(3")2

°}

us(3, 3) cagnldi — dnce us(3, 1) hesaplanmali (n/2 = 1).
GAGRI YIGINI
Adm3/9

[us(B, 3) ]

us(3, 6) DEGISKENLER

= = ?
us(3, 13) x=3 @ y =

main()

Saf yontem 12, bu yontem 7 ¢arpim; n =
10°'da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
=T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

1 long us(long x, int n) {
2 if (n == @) return 1; // taban £n=13 H n=6 }{ n=3 }{ n=1 ]_» n=0
| > long y = us(x, n/ 2);
4 if (n % 2 == 0) return y *vy; // ¢ift
5  return x * y * y; // tek 3" = 3,392 3¢ = (3%)% 3% = 3.(3")2
°}
us(3, 1) cagnldi — dnce us(3, 0) hesaplanmali (n/2 = 0).
GAGRI YIGINI
Adm4/9
[us(B, 1) ]
us(3, 3) DEGISKENLER

= = ?
us(3, 6) x=3 <:::::> y=:

us(3, 13)

main()

Saf ydntem 12, bu yontem 7 carpim; n =
10%da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
=T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

long us(long x, int n) {
if (n == @) return 1; // taban £n=13 H n=6 }{ n=3 }{ n=1 ]—{ n=0 ]
=1

1
>
3 long y = us(x, n/ 2);
4
5
6

if (n % 2 == 0) returny *vy; // ¢ift
return x * y * y; // tek 3" = 3,392 3¢ = (3%)% 3% = 3.(3")2

}
n =0 — taban durumu: 3° = 1 déner.

GAGRI YIGINI
[us(B, 0)
us(3, 1)

] Adim5/9

DEGiSKENLER

us(3’3) X =3 n =0 y:_

us(3, 6)
us(3, 13)

main()

Saf yontem 12, bu yontem 7 carpim; n =
10%da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
= T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

long us(long x, int n) {
if (n == @) return 1; // taban £n=13 H n=6 }{ n=3 }{ n=1 ]_{ n=0 ]
long y = us(x, n / 2); =3 =1

1

2

>

4 if (n % 2 == 0) return y *vy; // ¢ift
> return x *y * y; // tek 33 = 3352 36 = (33)% 33 = 3.(3")2
6

}
us(3, 1):y = 1; 1 tek -» xyy = 3-1-1 = 3.

GAGRI YIGINI

[us(B, 1)
u5(3, 3) DEGISKENLER

us(3, 6) x=3 <:::::> y=1

us(3, 13)

] Adim6/9

main()

Saf ydntem 12, bu yontem 7 carpim; n =
10%da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
=T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

long us(long x, int n) {
if (n == @) return 1; // taban £n=13 H n=6 ]—{ n=3 ]—{ n=1 H n=0 ]
long y = us(x, n / 2); =27 -3 -1

1

2

>

4 if (n % 2 == 0) return y *vy; // ¢ift
> return x *y * y; // tek 33 = 3352 36 = (33)% 33 = 3.(3")2
6

}
us(3, 3):y = 3; 3 tek » xyy = 3:3.3 = 27.

GAGRI YIGINI

[us(B, 3)
u5(3, 6) DEGISKENLER

us(3, 13) X:3@y=3

main()

] Adm7/9

Saf yontem 12, bu yontem 7 ¢arpim; n =
10°'da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
=T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

long us(long x, int n) {
if (n == @) return 1; // taban £n=13 H n=6 ]_{ n=3 H n=1 H n=0 ]
=3 =1

1

2

> long y = us(x, n/ 2); _ -

. =729 =27
5

6

if (n % 2 == @) return y * y; // ¢ift
return x * y * y; // tek 3" = 3,392 3¢ = (3%)% 3% = 3.(3")2

}
us(3, 6):y = 27; 6 cift — yy = 27:27 = 729.

GAGRI YIGINI

[ us(3, 6)
u5(3, 13) DEGISKENLER

main() x=3)Q@= 6><y - 27>

Saf yontem 12, bu ydontem 7 ¢carpim; n =
10%da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
= T(n/2) + O(1).

] Adim8/9




TEMEL ORNEKLER - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Hizli Us Alma: 3" izleme

long us(long x, int n) {
if (n == @) return 1; // taban [n13}{n6}{n3}{n1]—{n0]

1

2

>  long y = us(x, n/ 2); = = =

4 if (n % 2 == @) return y * y; // ¢ift 1594323 729 -2
>

6

return x * y * y; // tek 33 = 3352 36 = (33)% 33 = 3.(3")2

}
us(3, 13):y = 729; 13 tek — x-y-y = 3-729-729 = 1594323.

CAGRI YIGINI
[us(B, 13)

] Adim9/9

DEGiSKENLER

x=3)(n=13)(y =729)

main()

Saf ydntem 12, bu yontem 7 carpim; n =
10°da 999.999'a karsi 27 — O(log n): T(n)
= T(n/2) + O(1).



TEMEL ORNEKLER

Ne Zaman Uygun Degil? Ortiisen Alt Problemler

long fib(int n) {

if (n < 2) return n;

return fib(n - 1) + fib(n - 2);
}

e F(5)icin 15 cagri: F(3) 2 kez, F(2) 3 kez

[ Fay | hesaplanur.

e Alt problemler bagimsiz degil, 6rtiistyor

(Lo J(Far ) (ko ) (oo )(Fo) ) = T(n) = T(n=1) + T(n-2) + O(1) = O(y")
=~ 0(1,618").

e (Co6zUm: sonuglar saklanir — dinamik
programlama, O(n).

F(2)

Fibonacci 6zyinelemesi bol ve fethet bigiminde yazilabilir; sonu¢ dogrudur, ama bu kétii bir
ornektir: bol ve fethet, alt problemler birbirinden bagimsiz oldugunda verimlidir.



DISBUKEY ORTU

Disbiikey Ortii (Convex Hull)

e Diulizlemde n noktali bir kime S verilsin. S'nin
disbiikey ortiisii, S'yi iceren en kiigiik

disbiikey cokgendir. -
e Noktalara civi cakilip etraflarina bir lastik bant

gecirildiginde bandin aldigi sekil ortadur.

o Ortiiniin kdseleri S'nin noktalaridir; ikt bu
koselerin (saat yoninuln tersine) sirali listesidir.

e Disbukey: icindeki herhangi iki noktayi
birlestiren dogru parcasi tamamen ¢okgenin

icindedir. .

Kullanim: carpisma algilama (oyunlar, robotik), cografi bilgi sistemleri, goriintu islemede sekil
analizi, en uzak nokta cifti, kimeleme.



DISBUKEY ORTU

Quickhull Algoritmasi

1. x'i en kliglk (A) ve en buyuk (B) noktalar bulunur; ikisi de
orttudedir.

2. AB dogrusu noktalar iki alt kiimeye ayirir: dogrunun Gsti
(solu) ve alti (sagr).

3. Bir alt kimede AB'ye en uzak C noktasi bulunur; C értidedir.

4. ACB tcgeninin icindeki noktalar elenir: 6rtiide olamazlar.

5. AC'nin ve CB'nin disinda kalanlar i¢in 6zyineleme yapilr.

6. Hi¢ nokta kalmayinca durulur; bulunan noktalar ortiyu
olusturur.

°
°
°
20 °
o °
A T -e-.
¢---..® oo
10 ° ¢ e
° B
°
°
0 : . :
0 10 20 30

Adim 1-2: en soldaki A ve en sagdaki B
ortudedir; AB dogrusu noktalari iki
kiimeye ayirir (st / alt).

Adm1/3

Hizli siralamaya benzer (adi da buradan): "pivot" en uzak nokta, bélimleme G¢genin iki kenarina gore

yapilr.



DISBUKEY ORTU

Quickhull Algoritmasi

1. x'i en kliglk (A) ve en buyuk (B) noktalar bulunur; ikisi de

ortudedir.

2. AB dogrusu noktalar iki alt kiimeye ayirir: dogrunun Gsti

(solu) ve alti (sagr).

o Ul M W

olusturur.

. Bir alt kimede AB'ye en uzak C noktasi bulunur; C 6rtiidedir.
. ACB uc¢geninin icindeki noktalar elenir: 6rtiide olamazlar.
. AC'nin ve CB'nin disinda kalanlar i¢in 6zyineleme yapilir.

. Hi¢ nokta kalmayinca durulur; bulunan noktalar orttyu

C
/o\
. ,// \\s\
,’, \\\ .

204 ,,// \.\

o N

A N"O\§~§ \\\
104 O O ‘\sx_’

O B
)
®)
0 T T r
0 10 20 30

Adim 3-5: Ust kiimede AB'ye en uzak C
(13,27) ortudedir. ACB ticgeninin icindeki
4 nokta elenir; AC ve CB disinda kalanlarla

Ozyineleme.

Adm2/3

Hizli siralamaya benzer (adi da buradan): "pivot" en uzak nokta, bélimleme G¢genin iki kenarina gore

yapilr.



DISBUKEY ORTU

Quickhull Algoritmasi

1. x'i en kliglk (A) ve en buyuk (B) noktalar bulunur; ikisi de
orttudedir.

2. AB dogrusu noktalar iki alt kiimeye ayirir: dogrunun Gsti
(solu) ve alti (sagr).

. Bir alt kimede AB'ye en uzak C noktasi bulunur; C 6rtiidedir.
. ACB uc¢geninin icindeki noktalar elenir: 6rtiide olamazlar.

. AC'nin ve CB'nin disinda kalanlar i¢in 6zyineleme yapilir.

o Ul M W

. Hi¢ nokta kalmayinca durulur; bulunan noktalar ortiyd
olusturur.

20+

10+

0

0 10 20 30
Adim 6: disarida nokta kalmayana dek
Ozyineleme — 7 koseli ortii.

Adm3/3

Hizli siralamaya benzer (adi da buradan): "pivot" en uzak nokta, bélimleme G¢genin iki kenarina gore

yapilr.



DISBUKEY ORTU

Geometri: Yonelim Testi ve Uzaklik

Quickhull yalnizca tam sayi carpimiyla ¢alisir;
acl, karekok, bolme gerekmez:

: >
long capraz(Nokta A, Nokta B, Nokta P) { P capraz. 0 (soh
return (long)(B.x - A.x) * (P.y - A.y) d
- (long)(B.y - A.y) * (P.x - A.X); X

} ! uzaklik

e capraz > 0: P A—B'nin solunda; < 0: saginda; = 0:
ayni dogruda.

* |capraz| = 2 x (ABP uggvenlnln alani) = |AB| x Q: capraz < 0 (sag)
uzaklik. |AB| sabit oldugundan en uzak nokta = en
biiyiik capraz.

Ornek: A = (2,18), B = (35,11). C = (13,27) icin capraz = 33:9 - (=7)-11 = 374; (28,23) i¢in 33-5
+ 726 = 347. En buyuk deger C'de — C en uzak nokta.



DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1 void quickHull(List<Nokta> P) { o}
| > Nokta A = enSol(P), B = enSag(P); > o
»  ortu.add(A); ortu.add(B); 204 o o
4 bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kiime ?A ~~~~~~ o o
5 bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime | [ T TT=-_ (¢ o ~0
°} 101 ° o e °
7 void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) { o B
8 if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari o
9  Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz o
10 ortu.add(C); %% 10 20 30
11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi
12 bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin dis1 En sol A = (2,18), en sag B = (35,11) ortlye eklenir.
13 '} // ACB liggeninin i¢i elenir
CAGRI YIGINI
[ quickHul1(P) ) e T

DEGiISKENLER
A =1(2,18) ) (B = (35,11) ) ( |ortu| =2



DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1 void quickHull(List<Nokta> P) { ®
2 Nokta A = enSol(P), B = enSag(P); e °
3 ortu.add(A); ortu.add(B); 204 o °

I > bul(solda(P, A, B), A, B); // lst kiime 1 ~~~~~~ o N
5  bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime | T TTT=o__ ¢ o _0
°} 101 . °
7 void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) { 4 B
8 if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari ()
9  Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz °
10 ortu.add(C); %% 10 20 30
11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi
12 bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin dis1 AB'nin solunda (list) 8, saginda (alt) 6 nokta. Once
13 } // ACB iicgeninin i¢i elenir Ust kiime.

CAGRI YIGINI
(but(S nk, (2,18)3(35,11)) ] Adim 2 /15

quickHull(P) DEGISKENLER
A =1(2,18) ) (B = (35,11) ) ( |ortu| =2



DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1 void quickHull(List<Nokta> P) {

2 Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);

3 ortu.add(A); ortu.add(B);

4 bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kiime

5 bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kiime
6}

7 void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
8 if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari
>  Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
> ortu.add(C);

11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi
12 bul(solda(Ss, C, B), C, B); // CB'nin disa
13 '} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

(butcs nk, (2,18)(35,11))

quickHull(P)

20+
101 o
o
o
0 T r r
0 10 20 30

S| = 8: en uzak C = (13,27) ortiiye girer. Ucgen
icinde 4 nokta elenir; AC disinda 1, CB disinda 2
nokta.

Adim 3 /15

DEGiISKENLER

A =(2,18) (B = (35,11)
(|s| = s) (Iortul = 3)




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1 void quickHull(List<Nokta> P) {

2 Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);

3 ortu.add(A); ortu.add(B);

4 bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kiime

5 bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kiime
6}

7 void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
8

>

| 2

if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari

Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
ortu.add(C);
11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi
12 bul(solda(Ss, C, B), C, B); // CB'nin disa
13 '} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

(butu nk, (2,18)3(13,27))

bul(8 nk, (2,18)~»(35,11))

quickHull(P)

20+
101 o
o
o
0 T r r
0 10 20 30

S| = 1: en uzak C = (4,25) értiiye girer. Ucgen icinde
0 nokta elenir; AC disinda 0, CB disinda 0 nokta.

Adim 4 /15

DEGiISKENLER
A =(2,18)) (B = (13,2M) (C = (4,28)

(Isl = 1) (Jortul = u)




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1
2
3
4
5
6
7
| »
9
10
11
12

13

void quickHull(List<Nokta> P) {
Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);
bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime

}

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
if (S.isEmpty()) return; // AB ortii kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
ortu.add(C);
bul(solda(S, A, C), A, C); // AC'nin disi
bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin disi

} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

[butce nk, (2,18)>(4,25))

bul(l nk, (2,18)~(13,27))

bul(8 nk, (2,18)~(35,11))

quickHull(P)

o
20+
o O
101 o
)
©)
0 T T r
0 10 20 30

S bos — (2,18)—(4,25) bir ortii kenarndir; geri don.

Adim5/15

DEGiISKENLER

A=(2,18)) (B =@,28)(C=-) (sl =0

|ortu| =4




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1
2
3
4
5
6
7
| »
9
10
11
12

13

void quickHull(List<Nokta> P) {
Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);
bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime

}

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
if (S.isEmpty()) return; // AB ortii kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
ortu.add(C);
bul(solda(S, A, C), A, C); // AC'nin disi
bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin disi

} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

(but(@ nk, (4,25)+(13,27))

bul(l nk, (2,18)~(13,27))

bul(8 nk, (2,18)~(35,11))

quickHull(P)

o
20+
o O
101 o
)
©)
0 T T r
0 10 20 30

S bos - (4,25)—(13,27) bir ortii kenanidir; geri don.

Adim6 /15

DEGiISKENLER
(A=(,28)(B=03,2M) C=-
|ortu| =4

Is| =0




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1 void quickHull(List<Nokta> P) {

2 Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);

3 ortu.add(A); ortu.add(B);

4 bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kiime

5 bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kiime
6}

7 void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
8 if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari
>  Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
> ortu.add(C);

11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi
12 bul(solda(Ss, C, B), C, B); // CB'nin disa
13 '} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

(butcz nk, (13,27)+(35,11))

bul(8 nk, (2,18)~»(35,11))

quickHull(P)

20+
101 o
o
o
0 T r r
0 10 20 30

S| = 2: en uzak C = (28,23) ortiiye girer. Ucgen
icinde 1 nokta elenir; AC disinda 0, CB disinda 0
nokta.

Adim7 /15

DEGiISKENLER

(A =@13,2m) (B = (35,11)) (C = (28,23))
(Isl = 2) (Jortul =5)




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

void quickHull(List<Nokta> P) {

Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);

bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {

if (S.isEmpty()) return; // AB ortii kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz

10 ortu.add(C);

11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi

12 bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin dis1

13 '} // ACB liggeninin i¢i elenir

1

2

3

4

5

6}

7
»

9

CAGRI YIGINI

(but(@ nk, (13,27)+(28,23))

bul(2 nk, (13,27)+(35,11))
bul(8 nk, (2,18)+(35,11))

quickHull(P)

20+
o o
101 o
o
o
0 T T r
0 10 20 30

S bos — (13,27)—(28,23) bir ortii kenaridir; geri don.

Adim 8/ 15

DEGiISKENLER

A=(3,27m)(B = (28,23) (€ =-) (Is] =0

|ortu| =5




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

void quickHull(List<Nokta> P) {

Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);

bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {

if (S.isEmpty()) return; // AB ortii kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz

16 ortu.add(C);

11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi

12 bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin dis1

13 '} // ACB liggeninin i¢i elenir

1

2

3

4

5

6}

7
»

9

CAGRI YIGINI

(but(@ nk, (28,23)+(35,11))

bul(2 nk, (13,27)+(35,11))
bul(8 nk, (2,18)+(35,11))

quickHull(P)

20+
o o
101 o
o
o
0 T T r
0 10 20 30

S bos — (28,23)—-(35,11) bir ortii kenaridir; geri don.

Adim9/15

DEGiISKENLER
(A=(28,23) (B = (35,11)) (c =-)(Is| = o

|ortu| =5




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1
2
3
4
5
6
7
8
| 2
| 2

11
12
13

void quickHull(List<Nokta> P) {
Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);
bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime

}

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
ortu.add(C);
bul(solda(S, A, C), A, C); // AC'nin disi
bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin disi

} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

(but(G nk, (35,11)+(2,18))

quickHull(P)

20+
101
®
J
0 T r r
0 10 20 30

S| = 6: en uzak C = (20,2) értiiye girer. Ucgen icinde
4 nokta elenir; AC disinda 0, CB disinda 1 nokta.

Adim 10/ 15

DEGiISKENLER

(A =(3511) (B = (2,18)) (C = (20,2))
(Isl = 6) (lortul = 6)




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1 void quickHull(List<Nokta> P) {

2 Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
3 ortu.add(A); ortu.add(B); 204
4 bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kiime

5 bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kiime

6} 101
7 void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {

» if (S.isEmpty()) return; // AB ortii kenari 0
9  Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz

10 ortu.add(C); %% 10 20 30
11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi
12 bul(solda(Ss, C, B), C, B); // CB'nin disa
13 '} // ACB liggeninin i¢i elenir

S bos — (35,11)—(20,2) bir ortii kenaridir; geri don.

CAGRI YIGINI
( bul(e nk, (35,11)5(20,2))

] Adim 11 /15

bul(6 nk, (35,11)»(2,18))

quickHull(P)

DEGiISKENLER

A=511)E=(0,2) (€ =-) (sl =0

|ortu| =6




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1 void quickHull(List<Nokta> P) {

2 Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);

3 ortu.add(A); ortu.add(B); 204
4 bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kiime

5 bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kiime

6} 101
7 void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {

8 if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari °
>  Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz

»  ortu.add(C); %5 10 20 30

11 bul(solda(Ss, A, C), A, C); // AC'nin disi B

12 bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin dis1 IS| = 1: en uzak € = (10,5) ortiiye girer. Ucgen icinde
13 } // ACB iicgeninin i¢i elenir 0 nokta elenir; AC disinda 0, CB disinda 0 nokta.

CAGRI YIGINI
(bul(1 nk, (20,2)+(2,18))

] Adim 12 /15

bul(6 nk, (35,11)»(2,18)) DEGISKENLER
quickHULL(P) (A =(20,2))(B =(2,18))(C = (10,5))

(Isl =1) (Jortul =7)




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1
2
3
4
5
6
7
| »
9
10
11
12

13

void quickHull(List<Nokta> P) {
Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);
bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime

}

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
if (S.isEmpty()) return; // AB ortii kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
ortu.add(C);
bul(solda(S, A, C), A, C); // AC'nin disi
bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin disi

} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

(but(@ nk, (20,2)(10,5))

bul(l nk, (20,2)~»(2,18))

bul(6 nk, (35,11)>(2,18))

quickHull(P)

20+

101

0

0 10 20 30

S bos — (20,2)—(10,5) bir ortii kenarndir; geri don.

Adim 13 /15

DEGiISKENLER

A=(20,2))(B = (10,8) (€ =-) (sl =0)

|ortu| =7




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1
2
3
4
5
6
7
| »
9
10
11
12

13

void quickHull(List<Nokta> P) {
Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);
bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kime

}

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
if (S.isEmpty()) return; // AB ortii kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
ortu.add(C);
bul(solda(S, A, C), A, C); // AC'nin disi
bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin disi

} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

(but(@ nk, (10,5)+(2,18))

bul(l nk, (20,2)~»(2,18))

bul(6 nk, (35,11)>(2,18))

quickHull(P)

20+

101

0

0 10 20 30

S bos — (10,5)—(2,18) bir ortii kenarndir; geri don.

Adim 14 /15

DEGiISKENLER

(A =(0,5)(B =(2,18) C = -

|ortu| =7

Is| =0




DISBUKEY ORTU - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Quickhull: Kod izleme

1
2
3
4
| >
6
7
8
9

10
11
12
13

void quickHull(List<Nokta> P) {
Nokta A = enSol(P), B = enSag(P);
ortu.add(A); ortu.add(B);
bul(solda(P, A, B), A, B); // ust kime
bul(solda(P, B, A), B, A); // alt kiime

}

void bul(List<Nokta> S, Nokta A, Nokta B) {
if (S.isEmpty()) return; // AB oOrti kenari
Nokta C = enUzak(S, A, B); // max capraz
ortu.add(C);
bul(solda(S, A, C), A, C); // AC'nin disi
bul(solda(S, C, B), C, B); // CB'nin disi

} // ACB liggeninin i¢i elenir

CAGRI YIGINI

( quickHull(P)

20+

0 10 20 30
Bitti: 7 kose bulundu, 9 nokta elendi. Toplam 12
bul cagnisi.

Adim 15/ 15

DEGiISKENLER
(A=0,18) (B =(35,11)) (c=-)(Is| = o

|ortu| =7




DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

°
°®
i ° °
100 ° ® ®
L] ®
o .. ® o [ ] PY
° ° ° ° °
¢ ¢ e O.. .0 : [
e o [ )
50 R TS, :
o ____ o 3 o e ® oo L
e & " —-—-__ o . o oo,
o ® g 5-2__%¢ °
° PS e & ---_ e_
@ PY ° -@
° L4 ° °
o o [ [ ]
0- [ () ® )
o o, ¢
°
0 50 100

104 nokta. En sol (-14,46) ve en sag (106,20)

Adm1/10

birlestirilir; Gstte 71, altta 31 nokta.



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(-14,46)—(106,20) icin en uzak: (54,120); Gcgen icindeki 56 nokta elendi. Aday kaldi: 45.

Adm2/10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(-14,46)—(54,120) icin en uzak: (8,84); licgen icindeki 2 nokta elendi. Aday kaldi: 42.

Adm3/10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(-14,46)—(8,84) icin en uzak: (-4,69); Ucgen icindeki 0 nokta elendi. Aday kaldi: 41.

Adim4/10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(8,84)—(54,120) icin en uzak: (42,111); tcgen icindeki 1 nokta elendi. Aday kald: 39.

Adm5/10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(54,120)—(106,20) icin en uzak: (104,74); Gc¢gen icindeki 6 nokta elendi. Aday kaldi: 32.

Adm 6/ 10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(54,120)—(104,74) icin en uzak: (77,103); G¢gen icindeki 0 nokta elendi. Aday kaldi: 31.

Adm7/10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(106,20)—(-14,46) icin en uzak: (11,-25); Gcgen icindeki 25 nokta elendi. Aday kaldi: 5.

Adm 8/ 10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
(106,20)—(11,-25) icin en uzak: (88,-5); tcgen icindeki 4 nokta elendi. Aday kald: 0.

Adm 9/ 10



DISBUKEY ORTU

Quickhull: 104 Noktali Ornek

100+

50+

0 50 100
Bitti: 104 noktanin ortisu 10 kose. Her adimda noktalarin cogu elendigi icin is hizla azalr.

Adim 10/ 10



DISBUKEY ORTU

Quickhull Analizi ve Diger Ortii Algoritmalari

e Her cagn S'yi bir kez tarar (en uzak nokta
+ iki bolimleme): O(|S]).

e T(n) =T(nqy) + T(n2) + O(N), Ny + N £ n —
1.

e Ortalama (dengeli bolmeler, cok nokta
elenir): O(n log n); rastgele dizgun
dagilimda ¢ogu zaman daha da hizl.

e En kotii durum: her adimda yalnizca bir
nokta ayrilir = T(n) = T(n = 1) + O(n) =
o(n?).

e Ciktiya duyarh sinir: h koseli 6rtu igin
O(n-h).

Algoritma Siire

Kaba kuvvet (her kenar o(n?)

aday1)

Jarvis ylrutyusu (gift O(n-h)

wrapping)

Graham taramasi O(n log n)

Andrew monoton zincir O(n log n)
Quickhull ort. O(n log n), en k&t O(n?)
Chan O(n log h)

Alt sinir: 6rtl siralamayi da ¢ozebildigi icin (noktalar y = x* paraboliine yerlestirilir)
karsilastirmali modelde Q(n log n) zaman gerekir.



EN YAKIN NOKTA CIiFTi

En Yakin Nokta Cifti (Closest Pair)

Problem: diizlemdeki n nokta arasindan Oklid uzakhigi d(p, ) = V((px — 9)* + (py - qy)z) en
kliclk olan cifti bulmak.

double kabaKuvvet(List<Nokta> p) { « Kaba kuvvet: n(n - 1)/2 cift - O(n?).n
double enAz = Double.MAX_VALUE; = 10° icin = 5.10" uzaklik.
for (int i = @; i < p.size(); i++)
for (int j = i + 1; j < p.size(); j++) * Tek boyutta kolay: sirala, yalnizca
enAz = Math.min(enAz, mesafe(p.get(i), p.get(3j))); komgulan kar§|la§t|r - O(n Iog n).
return enAz; . .
}  |ki boyutta x'e gore sirali komsular
yetmez; bol ve fethet ile O(n log n)
mumkdin.

tek noktadan 7 uzaklik, toplam 28 cift

(@)
o ®)

O ')

@)
CP < en yakin cift

Uygulamalar: hava trafigi kontroltinde en yakin iki ugak, kiimeleme, ¢arpisma algilama, cografi
verilerde yakin tesisler.



EN YAKIN NOKTA CiFTi
Bol ve Fethet: Orta Serit

1. Noktalar bir kez x'e ve bir kez y'ye gore siralanir. 5

2. Bol: ortadaki noktanin x'inden gegen L dogrusu ile o
iki yari.

3. Yonet: iki yarida 6zyinelemeyle &, ve &g; & = 5 1
min(8., &g). 2 !

4. Birlestir: daha yakin bir ¢ift varsa L'yi keser — o
yalnizca |x - L| < & olan serit noktalarina bakilr.

5. Serit y sirasiyla taranir; her nokta yalnizca y farki
o'dan kicglk olan sonrakilerle karsilastirilir. sol yari L (x = orta) sag yari

Neden en ¢ok 7? p'nin Ustlindeki & x 26 dikdortgen, kenari &/2 olan 8 kareye bolindr. Bir
karedeki iki nokta ayni yarida olur ve aralarindaki uzaklik < & olurdu; bu imkansiz — her karede
< 1 nokta — p en ¢ok 7 noktayla karsilastirihr.



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {

| > int n = X.size(), orta = n / 2;
3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

I » Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
7 double d = Math.min(dSol, dSag);
8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit
9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)
15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16 }
17 return d;
18 }

CAGRI YIGINI

[enYakin(X[@..9])

main()

504 1x=12 °
1
1
1
i
1
¢
254 1 ad
|
1 [ J
1
e
1
0+—o : : :
0 10 20 30 40

n=10>3 - orta=5 m=(12,10). Sol: 5, sag: 5 nokta.

Adim 1/13
DEGiSKENLER
n=10)(m = (12,10) ) (dSol =?)(dSag = ?

d=7?



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {

| > int n = X.size(), orta = n / 2;
3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

I » Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
7 double d = Math.min(dSol, dSag);
8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit
9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)
15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16 }
17 return d;
18 }

CAGRI YIGINI

[enYakin(X[@..u])

enYakin(X[0..91)

main()

50+

254

0 10 20 30 40

n=5>3-orta=2 m=(51).Sol: 2, sag: 3 nokta.

Adim 2 /13

DEGiSKENLER
(h=5(n=(51))(dsol =2)(dsag =2)(d = ?




EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) { o @
2 int n = X.size(), orta = n / 2;
I » if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari

5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);

6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag); 251

7 double d = Math.min(dSol, dSag);

8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit

9  for (Nokta p :Y) // y sirasi P

10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p); 00 5 B E 0
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
e Nokta p = s.get(i); n =2 < 3 - kaba kuvvet: (2,3), (3,4). En yakin (2,3)-(3,4),
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size() d=141
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++) e

15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));

16}

17 return d; Adlm 3 / 13
18 }

DEGiSKENLER
CAGRI YIGINI (n=2)(m=-)(dsol =) (dsag =-)(d =1,1)
[enYakin(X[@..l]) J
enYakin(X[0..4]1)
enYakin(x[0..9]1)

main()



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {
2 int n = X.size(), orta =n / 2;
I » if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
7 double d = Math.min(dSol, dSag);

8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit

9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);

11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()

14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)

15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));

16}

17 return d;

18 }

CAGRI YIGINI

[enYakin(X[z..u])

enYakin(X[0..41)
enYakin(X[0..9])

main()

d =632
50+
(]
254
0 10 20 30 40

n =3 < 3 — kaba kuvvet: (5,1), (7,7), (12,30). En yakin
(5.1)-(7,7), d = 6,32.

Adim 4 /13

DEGiSKENLER

@ m =—)(dSol =—-)(dSag = —



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {
2 int n = X.size(), orta =n / 2;
3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);
4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
I » double d = Math.min(dSol, dSag);
8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit
9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)
15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16}
17 return d;
18 }
CAGRI YIGINI

50+

254

0 10 20 30 40

iki yari déndi: dSol = 1,41, dSag = 6,32 —» d = 1,41.

Adim 5/ 13

DEGiSKENLER

(n=5)(n=5,1))(dsol = 1,81)(dsag = 6,32)

[enYakin(X[@..u])

(d 1,u1)

enYakin(X[0..91)

main()



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) { o . @
2 int n = X.size(), orta = n / 2; |
3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X); |
4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari i
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol); ! L
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag); 251 ]
7 double d = Math.min(dSol, dSag); i
8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit :
9  for (Nokta p :Y) // y sirasi ‘.: of

I | 2 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p); 05———. 5 B E 0
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
L2 Nokta p = s.get(i); Serit |x — 5| < 1,41: [(5,1)]; tek nokta — karsilastirma yok.
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size() Dénis: 1,41
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++) e

I | 2 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16}

| » return d; Adim 6 /13
18 } -

DEGISKENLER
CAGRI YIGINI n=5)(m=(5,1) )(dSol =1,41)(dSag = 6,32
 enYakin(x[e..u1) ) d=1,u1

enYakin(X[0..91)

main()



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) { .
50 x =27 °
| » int n = X.size(), orta = n / 2; ]
3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X); |
I » Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari E
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol); ‘.
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag); 251 1
7 double d = Math.min(dSol, dSag); ° E
8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit P :
9  for (Nokta p :Y) // y sirasi !
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p); 00 B P ! B o
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
e Nokta p = s.get(i); n=>5>3-orta=2,m-=(27,.27). Sol: 2, sag: 3 nokta.
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)
15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16}
17 return d; Adim 7/ 13
18 } .
DEGISKENLER
CAGRI YIGINI n =

5 (m=7,2M) (dSol = ?) (dsag = ?)
)

[enYakin(X[S..9])

—
(o)
]

enYakin(X[0..91)

main()



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {
2 int n = X.size(), orta = n / 2;
I » if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
7 double d = Math.min(dSol, dSag);

8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit

9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);

11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)

15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));

16}

17 return d;

18 }

CAGRI YIGINI

[enYakin(X[S..G])

enYakin(X[5..91)
enYakin(X[0..9])

main()

d = 8,60
50+

254

s

0 10 20 30 40

0

n =2 < 3 - kaba kuvvet: (12,10), (17,17). En yakin
(12,10)-(17,17), d = 8,60.

Adim 8 /13

DEGiSKENLER

(n=2)(m=-)(dsol =-)(dsag =-)(d = 8,60)




EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {
2 int n = X.size(), orta =n / 2;
I » if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
7 double d = Math.min(dSol, dSag);

8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit

9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);

11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()

14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)

15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));

16}

17 return d;

18 }

CAGRI YIGINI

[enYakin(X[7..9])

enYakin(X[5..91)
enYakin(X[0..9])

main()

d =1,00
50+ ®
254 e

0 T T T T
0 10 20 30 40

n = 3 < 3 — kaba kuvvet: (27,27), (28,27), (40,50). En
yakin (27,27)—-(28,27), d = 1,00.

Adim 9/ 13

DEGiSKENLER

@ m =—)(dSol =—-)(dSag = —



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {
2 int n = X.size(), orta =n / 2;
3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);
4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
I » double d = Math.min(dSol, dSag);
8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit
9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)
15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16}
17 return d;
18 }
CAGRI YIGINI

[enYakin(X[S..9])

enYakin(X[0..91)

main()

50+

254

10 20 30 40

iki yar déndii: dSol = 8,60, dSag = 1,00 - d = 1,00.

Adim 10 /13

DEGiSKENLER

(n

5) (m = 27,27)) (dsol = 8,60) (dSag = 1,00)

d

1,00



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) { o . - o7 ‘ ::0
2 int n = X.size(), orta = n / 2; .
3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X); i
4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari E
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol); ‘.
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag); 251 q
7 double d = Math.min(dSol, dSag); ° i
8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit P 0
9  for (Nokta p :Y) // y sirasi |
I > if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p); 00 B 0 ! 0 o
11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
i :‘cokt? p = s.get(i); o Serit |x - 27| < 1,00: [(27,27)]; tek nokta — kargilagtirma
or (int j =1 + 1; j < s.size L
. 8& s.get(3).y - p.y < d; j++) yok. Donls: 1,00.
I | 2 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16}
| » return d; Adim 11 /13
18 } -
DEGISKENLER
CAGRI YIGINI n=5)(m=(27,27) ) (dSol = 8,60 ) (dSag = 1,00
( enYakin(X[5..91) ) d=1,00

enYakin(X[0..91)

main()



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) { o o 12 A
2 int n = X.size(), orta = n / 2;

3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari i

5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol); L4 o

6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag); 251 1

I » double d = Math.min(dSol, dSag); i °

8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit ¢

9  for (Nokta p :Y) // y sirasi P L

10 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p); o+—o ! y y y

0 10 20 30 40

11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {
e Nokta p = s.get(i); iki yari déndi: dSol = 1,41, dSag = 1,00 - d = 1,00.
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)
15 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));

16}

17 return d; Adim 12/ 13
18 } .

DEGISKENLER
CAGRI YIGINI (n =10)(m = (22,10)) (dSol = 1,u1)
( enYakin(x[e..91) ) dsag = 1,00)(d = 1,00

main()



EN YAKIN NOKTA CiFTi - KODU ADIM ADIM CALISTIR

En Yakin Cift: Kod izleme

1 double enYakin(List<Nokta> X, List<Nokta> Y) {

2 int n = X.size(), orta =n / 2;

3 if (n <= 3) return kabaKuvvet(X);

4 Nokta m = X.get(orta); // Ysol/Ysag: Y'nin yarilari
5 double dSol = enYakin(X.subList(@, orta), Ysol);
6 double dSag = enYakin(X.subList(orta, n), Ysag);
7 double d = Math.min(dSol, dSag);

8  List<Nokta> s = new ArrayList<>(); // serit

9  for (Nokta p :Y) // y sirasi
| 2 if (Math.abs(p.x - m.x) < d) s.add(p);

11 for (int i = @0; 1 < s.size(); i++) {

12 Nokta p = s.get(i);
13 for (int j = 1 4+ 1; j < s.size()
14 && s.get(j).y - p.y < d; j++)

I | 2 d = Math.min(d, mesafe(p, s.get(j)));
16}

| » return d;
18 }

CAGRI YIGINI

[enYakin(X[e..9])

main()

d =1,00
501 1x=12 °
1
1
1
|
1
¢
254 1 ad
i
1 [ J
1
oo
1
0+—& 1 : : :
0 10 20 30 40

Serit [x — 12| < 1,00: [(12,10), (12,30)]; y farki d'den buylk
- hig karsilastirma yok. Donus: 1,00.

Adim 13 /13

DEGiSKENLER

n=10)(m = (12,10) ) (dSol =1,41

dSag =1,00)(d =1,00)( |serit| = 2



EN YAKIN NOKTA CiFTi

En Yakin Cift: Analiz

Adim Maliyet Not

X ve y'ye gore On siralama O(n log n) yalnizca bir kez, 6zyinelemeden
once

Bolme (X ikiye, Y'yi siray1 koruyarak O(n) yeniden siralama yok

Ysol/Ysag'ye)

Seridi kurma O(n) Y zaten y'ye gore sirali

Seridi tarama O(7n) = O(n) = her nokta < 7 komsu

Toplam O(n log n) T(n) = 2T(n/2) + O(n)

Yaygin tuzak Ornekte

Seridi her ¢agrida yeniden siralamak: T(n) = 10 noktanin en yakin ¢ifti (27,27)—(28,27), d =

2T(n/2) + O(n log n) = O(n log® n). 1,00. Kaba kuvvet 45 uzaklik hesaplardi.



KARATSUBA CARPIMI

Karatsuba: 4 Carpim Yerine 3

n basamakli x, y sayilarini m = [n/2| noktasindan bolindr: x = a-10™ + b, y = ¢-10™ + d.

Saf bol ve fethet

xy = ac:10°™ + (ad + bc)-10™ + bd
4 carpim: ac, ad, bc, bd
T(n) = 4T(n/2) + O(n) = O(n?) - kazanc yok!

Karatsuba (1962)

(@+ b)(c+d) =ac+ (ad + bc) + bd
=>ad+bc=(@+b)(c+d)-ac-bd

3 carpim: z2 = ac, z0 = bd, z1 = (a + b)(c + d)

T(n) = 3T(n/2) + O(n) = O(n-385)

X 12

34

56

78

a

b

C

d

Ornek: 1234 - 5678 (m = 2, 10™ = 100)

a=12,b=34,c=56,d=78

z1 = (12 + 34)(56 + 78) = 46:134 = 6164

z2 = a-c
672

z1 = (a+b)(c+d)
6164

20 = b-d
2652

z2 = 12:56 = 672 - z0 = 34-78 = 2652

672:10* + 2840-10% + 2652 = 6 720 000 + 284 000 + 2652 = 7 006 652 v

z1 - 22 -z0 = 6164 - 672 - 2652 = 2840 (= ad + bc)




KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

karatsuba(1234, 5678):n =4, p =100 - a=12,b =34,c=56,d = 78.

1
2
>
>
>
>
7
8
9

10
11}

int n = M
long p
long a
long ¢
long z0 =

long z1

long z2 =
return z2

long karatsuba(long x, long y) {
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

ath.max(basamak(x), basamak(y));
(long) Math.pow(10, n / 2);
x/ p, b=x1%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

1234-5678

Adim 1/ 21

Uc cagri: (34, 78), (46, 134), (12, 56).

DEGiSKENLER

x =1234 ) (y = 5678 ) (n

a=12)(b=3U4)(c =56

GAGRI YIGINI

=y

d

p = 100

78

[ karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

karatsuba(34,78):n=2,p=10—-a=3,b=4,c=7,d =8.Uccagr: (4, 8), (7, 15), 3, 7).

1
2
>
>
>
>
7
8
9

10
11}

long karatsuba(long x, long y) {
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

int n = Math.max(basamak(x), basamak(y));

long p = (long) Math.pow(10, n / 2);

long a=x/p, b=x%p; // x =a-p+b
longc=y/p,d=y%p; //y=cp+d
long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d);

long z2 = karatsuba(a, c);

return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0O;

DEGiSKENLER
(x=34)(y=18)(n=2)(p =10)
EDEDHEDE=D

GAGRI YIGINI

[karatsuba(Su, 78)

karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

4 - 8: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 32.

Adim 3 / 21

long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban @a
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); -

long X/ p, b=x%p; // x =a-p+b CAGRI YIGINI

)]
1l

0
1l

long y/p,d=y%p; //y=cop+d ( karatsuba(s, 8)

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d); karatsuba(34, 78)

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
10 return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

1
>
B
4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);
5
6
7
8
9

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

=32 =105

7 - 15: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 105.

Adim 4 / 21

long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban Gﬁ
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); -

long X/ p, b=x%p; // x =a-p+b CAGRI YIGINI

)]
1l

(g
1l

long y/p,d=y%p; //y=cp+d (karatsubaw, 15)

long z0@ = karatsuba(b, d);

long karatsuba(a + b, c + d); karatsuba(34, 78)

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
10 return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

N
iy
]

1
>
3
4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);
5
6
7
8
9

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

32 =105 =21

3 - 7: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 21.

1
| 2
3
4
5
6
7
8
9

10
11}

int n =M
long p =
long a

long c

long z0 =
long z1

long z2 =
return z2

long karatsuba(long x, long y) {
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

ath.max(basamak(x), basamak(y));
(long) Math.pow(10, n / 2);
X/ p, b=x%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

DEGiSKENLER

CAGRI YIGINI

(karatsuba(S, 7)

karatsuba(3u, 78)
karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

34-78 = 2652

32 =105 =21

21-100 + (105 - 21 - 32)-10 + 32 = 2100 + 520 + 32 = 2652.

Adim 6 / 21

1 long karatsuba(long x, long y) {

2 if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban
3 int n = Math.max(basamak(x), basamak(y));

4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);

5 X/ p, b=x%p; // x =a-p+b
6 longc=y/p,d=y%p; //'y =cp+d
7

8

9

>

long a

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d);

long z2 = karatsuba(a, c);

return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

DEGiSKENLER
(x=34)(y =78)(p =10)(z0 = 32)
(z1 = 105) (z2 = 21)

GAGRI YIGINI

[karatsuba(Su, 78)

karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

34-78 = 2652

32 =105 =21

1234-5678

karatsuba(46, 134):n=3,p=10->a=4,b =6,c = 13,d = 4. U¢ cagri: (6, 4), (10, 17), (4, 13).

1
2
>
>
>
>
7
8
9

10
11}

int n = M
long p
long a
long ¢
long z0 =

long z1

long z2 =
return z2

long karatsuba(long x, long y) {
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

ath.max(basamak(x), basamak(y));
(long) Math.pow(10, n / 2);
x/ p, b=x1%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

Adim 7 / 21

DEGiSKENLER
(x=u6)(y=130)(n=3)(p =10
(a=u)(b=6)(c=13)(d =u)

GAGRI YIGINI

[karatsuba(HG, 13u4)

karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

34-78 = 2652

6 - 4: tek basamakli ¢arpan var — taban, dogrudan 24.

Adim 8 / 21

long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER

long a

if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban Y -6 _—
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y));

X/ p,b=x%p; // x=ap+h GAGRI YIGINI

long c

y/p,d=y%p; //y=cop+d  karatsuba(6, 1)

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d);

1
>
B
4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);
5
6
7
8
9

karatsuba(u6, 13u4)

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)

10 return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

34-78 = 2652

1234-5678

karatsuba(10, 17):n=2,p=10-a=1,b=0,c=1,d = 7. U¢c cagri: (0, 7), (1, 8), (1, ).

1
2
>
>
>
>
7
8
9

10
11}

int n = M
long p
long a
long ¢
long z0 =

long z1

long z2 =
return z2

long karatsuba(long x, long y) {
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

ath.max(basamak(x), basamak(y));
(long) Math.pow(10, n / 2);
x/ p, b=x1%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

Adim 9 / 21

DEGiSKENLER
(x=10)(y =17)(n =2)(p = 10)
(a=1)(b=0)(c=1)(d=17)

GAGRI YIGINI

[karatsuba(lo, 17)

karatsuba(u6, 13u4)
karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

34-78 = 2652

=0

0 - 7: tek basamakli ¢arpan var — taban, dogrudan 0.

Adim 10/ 21

long karatsuba(long x, long y) {

if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

int n = Math.max(basamak(x), basamak(y));

p

long a

long c

long

1

>

3

4 long
5

6

7

8 1long
9

long

z0
z1
z2

10 return z2

11}

(long) Math.pow(10, n / 2);
X/ p, b=x%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

DEGiSKENLER

CAGRI YIGINI

(karatsuba(@, 7)

karatsuba(10, 17)
karatsuba(ue, 13u4)
karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

34-78 = 2652

1 - 8: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 8.

1 long karats
| 2

3 int n =M
4 long p =
5 long a
6
7
8
9

long c
long z0 =

long z1

long z2 =
10 return z2
11}

uba(long x, long y) {

if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

ath.max(basamak(x), basamak(y));
(long) Math.pow(10, n / 2);
X/ p, b=x%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

Adim 11/ 21

DEGiSKENLER

CAGRI YIGINI

(karatsuba(l, 8)

karatsuba(10, 17)
karatsuba(ue, 13u4)
karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

34-78 = 2652

1 - 1: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 1.

Adim 12 / 21

long karatsuba(long x, long y) {

if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

int n = Math.max(basamak(x), basamak(y));

p

long a

long c

long

1

>

3

4 long
5

6

7

8 1long
9

long

z0
z1
z2

10 return z2

11}

(long) Math.pow(10, n / 2);
X/ p, b=x%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

DEGiSKENLER

CAGRI YIGINI

(karatsuba(l, 1)

karatsuba(10, 17)
karatsuba(ue, 13u4)
karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

34-78 = 2652
1017 = 170

1100 + 8 -1-0)10+ 0 =100 + 70 + 0 = 170.

Adim 13/ 21
long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban < = 10 - 17 - 10)(20 - 0
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); ( ) <y ) CP :)C )
long p = (long) Math.pow(10, n / 2); (%1 = é) (22 = i)

long a=x/p, b=x%p; // x =a-p+b

GAGRI YIGINI

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d); [ karatsuba(10, 17)

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(u6, 13u)
return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

1

2

3

4

5

6 longc=y/p,d=y%p; //'y =cp+d
7

8

9

>

karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678

34-78 = 2652

=0 =8 =1

4 - 13: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 52.

Adim 14/ 21

long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER

if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

int n = Math.max(basamak(x), basamak(y));

longa=x/p,b=x%p; // x=ap+b GAGRI YIGINI

longc=y/p,d=y%p; //y=cp+d (karatsubacu, 13)

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d);

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
10 return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + 20;
11}

karatsuba(u6, 13u4)

1
>
3
4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);
5
6
7
8
9

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678
46-134 = 6164

34-78 = 2652

52:100 + (170 = 52 - 24)-10 + 24 = 5200 + 940 + 24 = 6164.

Adim 15/ 21
long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban P - 134 ~10) (20 - 21
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); ( ) Cy ) (P ) ( )
long p = (long) Math.pow(10, n / 2); (%1 = 176) (%2 = 5i>

long a=x/p, b=x%p; // x =a-p+b

GAGRI YIGINI

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d); [ karatsuba(ué, 134)

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

1

2

3

4

5

6 longc=y/p,d=y%p; //'y =cp+d
7

8

9

>

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

34-78 = 2652

46134 = 6164

karatsuba(12,56):n=2,p=10—-a=1,b=2,¢=5,d =6.Uccagr: (2, 6), (3, 11), (1, 5).

1
2
>
>
>
>
7
8
9

10
11}

int n = M
long p
long a
long ¢
long z0 =

long z1

long z2 =
return z2

Adim 16 / 21

long karatsuba(long x, long y) {
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban

ath.max(basamak(x), basamak(y));
(long) Math.pow(10, n / 2);
x/ p, b=x1%p; // x =a-p+b
y/p,d=y%p; //y=cp+d
karatsuba(b, d);
karatsuba(a + b, ¢ + d);
karatsuba(a, c);
*p*p+ (z1 - z2 - z0) * p + z0;

DEGiSKENLER
x=12)(y=56)(n=2)(p =10
(a=1)(b=2)(c=5)(d=6)

GAGRI YIGINI

[ karatsuba(12, 56)

karatsuba(1234, 5678)

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678
46134 = 6164

34-78 = 2652

2 - 6: tek basamakli ¢arpan var — taban, dogrudan 12.

Adim 17 / 21

long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban Ga
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); -

long a=x/p, b=x%p; // x =a-p+b CAGRI YIGINI

longc=y/p,d=y%p; //y=cp+d (karatsubacz, 6)

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d);

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
10 return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

karatsuba(12, 56)

1
>
B
4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);
5
6
7
8
9

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678
46134 = 6164
10-17 = 170

34-78 = 2652

=0 =8 =1

3 - 11: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 33.

Adim 18 / 21
long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER

I if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban v =3 - 11
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y));

long a=x/p, b=x%p; // x =a-p+b CAGRI YIGINI

longc=y/p,d=y%p; //y=cp+d (karatsubacs, 11)

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d);

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
10 return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

karatsuba(12, 56)

1
>
3
4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);
5
6
7
8
9

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678
46134 = 6164
10-17 = 170

34-78 = 2652

1 - 5: tek basamakli carpan var — taban, dogrudan 5.

Adim 19/ 21

long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban @a
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); -

long a=x/p, b=x%p; // x =a-p+b CAGRI YIGINI

longc=y/p,d=y%p; //y=cp+d (karatsuba(l, 5)

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d);

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
10 return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

karatsuba(12, 56)

1
>
3
4 long p = (long) Math.pow(10, n / 2);
5
6
7
8
9

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

1234-5678
46134 = 6164
10-17 = 170

34-78 = 2652 12:56 = 672

=0 =8 =1
5100+ (33 -5-12)10 + 12 = 500 + 160 + 12 = 672.

Adim 20/ 21
long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER
if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban Y =12 - 56 - 10)(20 - 12
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); ( ) Cy ) CP :)C )
long p = (long) Math.pow(10, n / 2); (%1 = 3§> (%2 = 5)

long a=x/p, b=x%p; // x =a-p+b

GAGRI YIGINI

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d); [ karatsuba(12, 56)

long z2 = karatsuba(a, c); karatsuba(1234, 5678)
return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + z0;
11}

1

2

3

4

5

6 longc=y/p,d=y%p; //'y =cp+d
7

8

9

>

main()



KARATSUBA CARPIMI - KODU ADIM ADIM CALISTIR

Karatsuba: 1234 - 5678 izleme

[ 12345678 = 7006652 ]

3478 = 2652 12:56 = 672
48 715 37 26 31 15
=32 =105 =21 =12 =33 =5
=0 =8 =1
672-10000 + (6164 — 672 — 2652)-100 + 2652 = 6720000 + 284000 + 2652 = 7006652.
Adim 21/ 21
long karatsuba(long x, long y) { DEGISKENLER

if (x < 10 || y < 10) return x * y; // taban - 1234 - 5678 - 100
int n = Math.max(basamak(x), basamak(y)); <% ) <y :><P )
long p = (long) Math.pow(10, n / 2); (z0 = 2652)(z1 = 6164) (22 = 672)

long a

X/ p, b=x%p; // x =a-p+b

GAGRI YIGINI

long z0@ = karatsuba(b, d);

long z1 = karatsuba(a + b, c + d); [ karatsuba(1234, 5678)

long z2 = karatsuba(a, c); main()

1

2

3

4

5

6 longc=y/p,d=y%p; //'y =cp+d
7

8

9

>  return z2 * p * p + (z1 - z2 - z0) * p + 20;

11}



KARATSUBA CARPIMI

Karatsuba Analizi

e T(n) = 3T(n/2) + O(n) — durum 1 = O(n'°9:3) =
e(n1,585)'
e Toplama, ¢ikarma ve 10™ ile kaydirma O(n);

carpim sayisini 4'ten 3'e indirmek Ussu 2'den
1,585'e dusurdr.

e Ornekte 16 cagri, 11 taban carpimi (okul
yontemi 16 tek basamakl carpim).

e Kucuk sayilarda ek toplamalar ylizinden
yavastir — bir esik altinda okul yontemi.

e Java BigInteger.multiply buyulk sayilarda

Karatsuba ve Toom-Cook kullanir. Daha hizlilari:

Schénhage-Strassen O(n log n log log n),
Harvey—-van der Hoeven O(n log n) (2019).

n (basamak)
10

100

1000

10 000
1,0-108

100
10 000
1,0-10°
1,0-108
1,0-10™

n1,585

38
1479
56 871
2,2:106
3,2:10°

oran
2,6%
6,8%
17,6%
45,7

309,2x



STRASSEN CARPIMI

Matris Carpimi: Klasik ve Blok

for (int i = 0; 1 < n; i++)

for (int j = @; j < n; j++)
for (int k = @; k < n; k++)
C[i]1[J] += A[i][k] * B[KI[J];

n® hiicrenin her biri n carpim — n? carpim.

Cn

Ci2

A

A2

By

B2

Cx

C

Az

Az

B>,

B>

C11 = A11-B11 + A12-B21: 2 blok carpimi

A, Bve C, n/2 x n/2'lik dort bloga balundr:
C11 = A11-B11 + A12-B21
C12 = A11-B12 + A12-B22
C21 = A21-B11 + A22-B21
C22 = A21-B12 + A22:B22

8 blok carpimi + 4 blok toplami: T(n) = 8T(n/2) + O(n?) — n'°98 = @(n?). Sadece bdéImek

yetmez; carpim sayisi azaltilmali.



STRASSEN CARPIMI

Strassen (1969): 8 Yerine 7 Carpim

Carpim Tanim Sonug bloklari
P1 A11-(B12 - B22) C11=P5+P4-P2+P6
P2 (A11 + A12) - B22 C12=P1 + P2
P3 (A21 + A22) - B11 C21=P3 +P4
P4 A22 - (B21 - B11) C22 =P5+P1-P3-P7
P5 (A11 + A22) - (B11 + B22)
7 carpim + 18 blok toplama/cikarma.
- e = e () o 2 Bloklar da Strassen ile 6zyinelemeli
P7 (A11 - A21) - (B11 + B12) carpilir; taban 1x1.

C22'de P7 gikarilir. "+ P7" yazilirsa program hata vermeden yanlis matris Uretir; bu hata,
uygulamanin kuguk bir 6rnekte klasik yontemle karsilastirilmasiyla yakalanir.



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7

A11 - (B12 - B22)
(A11 + A12) - B22
(A21 + A22) - B11
A22 - (B21 - B11)
(A11 + A22) - (B11 + B22)
(A12 - A22) - (B21 + B22)
(A11 = A21) - (B11 + B12)

P1=1-8-2)=6.

Adm1/8

1-(8-2)



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7

A11- (B12 - B22)
(A11 + A12) - B22
(A21 + A22) - B11
A22 - (B21 - B11)
(A11 + A22) - (B11 + B22)
(A12 - A22) - (B21 + B22)
(A11 = A21) - (B11 + B12)

1-(8-2)
(1+3)-2

P2=(1+3)-2=8.

Adm?2/8



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7

A11- (B12 - B22)
(A11 + A12) - B22
(A21 + A22) - B11
A22 - (B21 - B11)
(A11 + A22) - (B11 + B22)
(A12 - A22) - (B21 + B22)
(A11 = A21) - (B11 + B12)

P3=(7+5)-6=72

Adm3/8

1-8-2)
(1+3)-2
(7+5)-6

72



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7

A11- (B12 - B22)
(A11 + A12) - B22
(A21 + A22) - B11
A22 - (B21 - B11)
(A11 + A22) - (B11 + B22)
(A12 - A22) - (B21 + B22)
(A11 = A21) - (B11 + B12)

P4=5-(4-6)=-10.

Adim4/8

1-(8-2)
(1+3)-2
(7+5)-6
5-(4-6)

72
-10



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7

A11- (B12 - B22)
(A11 + A12) - B22
(A21 + A22) - B11
A22 - (B21 - B11)
(A11 + A22) - (B11 + B22)
(A12 = A22) - (B21 + B22)
(A11 = A21) - (B11 + B12)

1-(8-2)
(1+3)-2
(7+5)-6
5-(4-06)
(T+5)-(6+2)

P5=(1+5)-(6+2)=48.

Adim5/8

72
-10
48



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7

A11- (B12 - B22)
(A11 + A12) - B22
(A21 + A22) - B11
A22 - (B21 - B11)
(A11 + A22) - (B11 + B22)
(A12 = A22) - (B21 + B22)
(A11 = A21) - (B11 + B12)

1-(8-2)
(1+3)-2
(7+5)-6
5:(4-06)
(1+5)-(6+2)
3-5-(4+2)

P6=(3-5)-(4+2)=-12.

Admo6/8

72
-10
48
-12



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7

A11- (B12 - B22)
(A11 + A12) - B22
(A21 + A22) - B11
A22 - (B21 - B11)
(A11 + A22) - (B11 + B22)
(A12 = A22) - (B21 + B22)
(A11 = A21) - (B11 + B12)

1-(8-2)
(1+3)-2
(7+5)-6
5:(4-06)
(1+5)-(6+2)
3-5-4+2
(1-7)-(6+8)

P7=(-7)-(6+8)=-84.

Adm7/8

72
-10
48
~12
-84



STRASSEN CARPIMI

Strassen Adim Adim: 2 x 2 Ornek

C11=P5+P4-P2+P6 48 + (-10) - 8 + (-12) 18
C12 =P1 + P2 6+8 14
C21=P3 +P4 72 + (-10) 62
C22 =P5+P1-P3-P7 48 + 6 - 72 - (-84) 66

C = [[18, 14], [62, 66]]. Kontrol: 1-6 + 3-4 = 18, 7-8 + 5-2 = 66 V. 7 carpim kullanildi (klasik
8).

Adm 8/ 8



STRASSEN CARPIMI

Strassen Analizi ve Pratik

e T(n) = 7T(n/2) + ©(n? - durum 1 — O(n'°%:7) =
e(n2,807)'

e n = 2Xicin skaler carpim: 7% (klasik 8%). n = 1024:

7%~ 2,8108, 8" ~ 1,07-10° - yaklasik 3,8 kat
az.

® n 2'nin kuvveti degilse matris sifirlarla
doldurulur (padding).

Esik: 18 ek toplama ve gecici matrisler
yuziinden kiiglk n'de yavas; kitiphaneler n <
64-128'de klasik yonteme gecer.

Sayisal kararhilik: kayan noktali sayilarda
ctkarma islemleri hatayi buyutebilir.

Bellek: her diizeyde gecici bloklar — ek O(n?).

Kuramsal rekor w < 2,372 (2024); sabitler cok
bayuk, pratikte kullaniimaz.

Ders: carpimi toplamalarla takas etmek, a'y1 bir azaltarak Gssu dusdrir. Ayni fikir Karatsuba'da 4

— 3, Strassen'de 8 — 7.



DEGERLENDIRME

Saf Yontem ve Bol ve Fethet

Problem Saf yontem Bol ve fethet Baginti
Siralama O(n?) (kabarcik) O(n log n) 2T(n/2) + n
Sirali dizide arama O(n) O(log n) T(n/2) + 1

Us alma x" O(n) gcarpim O(log n) T(n/2) + 1
Disbiikey 6rtii o(n?) ort. O(n log n) T(n4) + T(np) + n
En yakin nokta cifti o(n?) O(n log n) 2T(n/2) + n
Tam sayi carpimi o(n?) O(n'58%) 3T(n/2) + n
Matris carpimi O(n? O(n2807) 7T(n/2) + n?

Kazancin kaynagi: ya is dengeli boltintp her diizey O(n)'de birlestiriliyor (siralama, en yakin
cift) ya da alt problem sayisi azaltiliyor (Karatsuba, Strassen) ya da yarisi atiliyor (arama, Us).



OZET
Ozet

Konu

Paradigma

Analiz

Temel 6rnekler
Quickhull

En yakin cift
Karatsuba

Strassen

Hatirlanacaklar

bol — (parcala) — yonet — birlestir; bagimsiz, ayni tiirden alt problemler; taban
durumu sart

T(n) = aT(n/b) + f(n); 6zyineleme agaci; ana teorem: f(n)'yi n'°9 2 jle karsilastir

ikili arama ve hizh tGs O(log n); birlestirme siralamasi O(n log n); hizli siralama
ort. O(n log n), en kéti O(n?)

A, B uclar; en uzak C (max capraz); Gggen ici elenir; ort. O(n log n), en kotl
O(n?

x'e gore bol; & = min(§, &g); 26 seritte < 7 komsu; O(n log n)
ad + bc = (@ + b)(c + d) - ac - bd; 3 carpim — O(n'°8>)
7 blok garpimi —» O(n28%7); C22 = P5 + P1 - P3 - P7



OZET

Etkilesimli Simiilatorler

szineleme ve Ana Teorem Siralama Algoritmalari

T(n) = aT(n/b) + f(n) bicimindeki Birlestirme siralamasi ve hizl siralama
bagintilarin 6zyineleme agacini diizey dahil on siralama algoritmasini adim adim
dlzey cizer ve ana teorem durumunu gorsellestirir.

belirler.


http://localhost:8765/Bolum_01_Recurrence_Master_Theorem.html
http://localhost:8765/Bolum_02_Sorting.html

OZET

Sik Yapilan Hatalar

Taban durumunu unutmak

Ya da hig ulasilamayan bir taban yazmak: sonsuz
Ozyineleme, StackOverflowError .
Karatsuba'da x < 10 || y < 10.

Ortiisen alt problemler

Fibonacci'yi diiz 6zyinelemeyle hesaplamak Ustel
sure alir; sonuclan saklayan dinamik
programlama gerekir.

Ana teoremi yanlis yerde kullanmak
T(n) = T(n = 1) + n, esit olmayan bdlmeler veya
f(n) = n/log n igin gecerli degildir.

Dengesiz bélme

Sirali dizide son 6ge pivot ya da Quickhull'da her
adimda tek nokta: T(n) = T(n = 1) + n = O(n?).

Birlestirme maliyetini kiicimsemek

Seridi her cagrida siralamak O(n log® n) yapar;
2T(n/2) + nlog n # O(n log n).

Isaret hatasi

Strassen'de C22 = P5 + P1 - P3 - P7; tek isaret
hatasi hata vermeden yanlis matris Uretir. Kiiclik
bir 6rnekte klasik yontemle karsilastirma bu
hatayi yakalar.



OZET

Ornek Problemler

1.T(n) = 4T(n/2) + n bagintisini ana teoremle ¢dzln.
2.T(n) = 2T(n/2) + n? bagintisini ¢dziin; diizenlilik kosulunu kontrol edin.
3. Karatsuba ile 21 - 43'U hesaplayin (m = 1).

4. A =(0,0), B =(10,0). P =(3,4), Q= (5-2), R=(76) icin capraz(A, B, -) degerlerini bulun. Quickhull Gst
kiimede hangi noktayi secer?

5. us(3, 10) kag carpim yapar? Saf yontemle karsilastirin.

6.[5, 1, 4, 2, 3] dizisini birlestirme siralamasiyla siralarken son birlestirmede hangi iki siral dizi birlesir?

» Cevaplarn goster



OZET

Alistirmalar

1. Dizinin en blylk 6gesini bdl ve fethet ile bulun; bagintiyr ¢dzin.

2. Birlestirme siralamasini degistirip ters giftleri (i < j, a[i] > a[j]) sayin. [2, 4, 1, 3, 5] icin sonu¢?
3. En biiyiik toplamh alt dizi: [-2, 1, -3, 4, -1, 2, 1, =5, 4] icin bdl ve fethet ¢ozimd ve siresi.
4.A =11, 2], [3, 4]], B = [[5, 6], [7, 8]] carpimini Strassen ile hesaplayin; C22'yi + P7 ile deneyin.
5. Quickhull icin O(n?) siiren bir girdi tarif edin.

6. En yakin ¢ift algoritmasinda taban durumu n < 3 yerine n < 1 olsaydi ne degisirdi?

» Cevaplar / ipuglar



OZET

Kaynaklar

e Cormen, Leiserson, Rivest ve Stein, Introduction to Algorithms, 4. baski, 2022 (B6lim 4:
B6l ve fethet; Bolim 33: Hesaplamali geometri).

» Kleinberg ve Tardos, Algorithm Design, 2005 (Bolim 5: Divide and Conquer).
* Sedgewick ve Wayne, Algorithms, 4. baski, 2011.

* Barber, Dobkin ve Huhdanpaa, "The Quickhull Algorithm for Convex Hulls", ACM TOMS
22(4), 1996.

* Karatsuba ve Ofman, "Multiplication of Multidigit Numbers on Automata”, 1962;
Strassen, "Gaussian Elimination is not Optimal”, Numerische Mathematik 13, 1969.



Son

Boliim 6: Bol ve Fethet Yaklasimi

Sonraki boluim: Bolim 7: A¢gozlu Algoritmalar - Terim so6zligua


http://localhost:8765/sozluk.html

