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GiRiS
Oyunla Baslangi¢: Tas-Kagit-Makas

Iki oyuncu ayni anda Tas, Kagit ya da Makas
secer: Tas Makas'l, Makas Kagit'i, Kagit Tas'i

yener; ayni secim berabere biter. Kazanan 1 puan

alir, kaybeden 1 puan verir. a
Tas-Kagit-Makas oyunu bilgisayara karsi oynanir;

rakip rastgele oynayabilir ya da hamlelerinizin yener yener

stkligint veya ortintiistinit 6grenebilir.

Merak sorulan
Sizce 6grenen bir bilgisayarin sizi uzun vadede « Joner GELEE

yenemeyecegi bir oynayis var mi?

Hep Tas oynayan biri, rakibi bunu fark edince tur
basina ortalama kag puan kaybeder?


http://localhost:8765/slides/Bolum_03_Rock_Scissors_Paper.html

GIRIS

Ogrenme Ciktilan

GoOsterim

Kdme, Kartezyen carpim ve
u1(s1, s») gibi fonksiyon
gOsterimini okumak.

Beklenen deger

Bir piyangonun ve karisik
stratejinin beklenen
kazancini hesaplamak; s, In
ve softmax ifadelerini
okumak.

2, max, argmax

Toplami ve geometrik seriyi
hesaplamak; en buytk
degeri ve onu veren
secenegi, strekli secimde
tUrevle (zincir kurali, kismi
tlrev) bulmak.

Matris ve en iyi tepki
(a, b) ciftini dogru okumak,
en iyi tepkileri matriste
isaretlemek.

Olasilik

Sayarak, ¢arparak ve kosullu
olasilikla (Bayes) olasilik
bulmak; U[0, 1] ile calismak.

Denklem ve agac

ikinci derece denklemi ve
kayitsizlik denklemini
¢6zmek; oyun agacini
yapraktan koke ¢ozmek; O
ve O ile blylime hizini
okumak.



KUMELER VE FONKSIYONLAR

Kume ve Kartezyen Carpim

Kime, seceneklerin listesidir; iki kimenin Kartezyen Bora
carpimi ise "birinciden bir, ikinciden bir" secilerek " — Mielas
kurulabilecek tim swralt ciftlerdir. Tas  (Tas, Tag) (Tag, Kagit) | (Tas, Makas)
&
drnek Z Kagit  (Kagut, Tas) (Kagit, Kagit) | (Kagit, Makas)
Ayse'nin strateji kimesi Sy = {Tas, Kagit, Makas}; Makas (Makas Tas) | (Makas, Kagit)  (Makas, Makas)
Tas € Sq ("Tas, Sq'in elemani"), eleman sayisi |[Sq| =
3.

Bora'ninki de S, = {Tas, Kagit, Makas}. Oyunun tim
olasi sonuclari Sq x S, kimesidir: |[Sq x Sy| =3 -3 =
9 cift. Her cifte strateji profili denir.

Sik hata: (Tas, Kagit) ile (Kagit, Tas) ayni sanilir. Ciftte sira dGnemlidir: ilk eleman Ayse'nin, ikinci eleman
Bora'nin secimidir. Biri Ayse'nin, digeri Bora'nin kazandigi iki ayri sonugtur (sekilde turuncu hticreler).



KUMELER VE FONKSIYONLAR

Fonksiyon Gosterimi

Fonksiyon bir makinedir: girdiyi alir, tek bir cikti verir.
Kazang fonksiyonu uj, bir strateji profilini alip i. @ > 1
oyuncunun kazancini (bir sayi) verir. /
(Tas, Makas)
Ornek (Tas-Kagit-Makas) \
(-
uq(Tas, Makas) = 1: Ayse Tas, Bora Makas oynarsa
Ay§e 1 puan alhr. girdi: profil — cikti: tek bir sayi

uy(Tas, Makas) = —1: aynt profilde Bora 1 puan
verir.

uq(Kagit, Kagit) = 0: berabere.
Yazim: uq : Sq x S, = R ("profilden gercek sayiya").

Sik hata: u4(Tas, Kagit) degerini "Kagit kazanir" diye okumak. Fonksiyonun degeri bir sayidir: u(Tas,
Kagit) = —1. Alt indis kimin kazancina baktigimizi sdyler; uq ile u, ayni profilde farkli sayilar verir.



KUMELER VE FONKSIYONLAR

Sayma: Carpim Kurali, n! ve C(n, k)

Art arda secimlerde secenek sayilari carpilir. n farkli
nesnen!=n-(n-1)-..-1bicimde siralanir. n @ @ @ @ @
nesneden sirasi dnemsiz k tanesini se¢menin yolu

C(n, k) = n!/ (k! (n - k)!).

Ornel OJICOIONOIO,

Uc oyuncunun 2, 3 ve 4 stratejisivar: 2 - 3 - 4 = 24
strateji profili.

Uc kisi bir siraya 3! = 3 -2 - 1 = 6 bicimde dizilir.
Bekci 4 hedeften 2'sini korur: C(4, 2) = 41/(2! - 2!) =
6 saf strateji. 20 hedeften 5'i: C(20, 5) = 15.504.

C(4, 2) = 6 secim; sira yok: {A, B} = {B, A}

Sik hata: Secimde sirayi saymak. 4 hedeften "Once biri, sonra 6teki” 4 - 3 = 12 sirali gift verir; ama {A,
B} ile {B, A} ayni korumadir, bu yizden 12 / 2! = 6.



TOPLAM VE EN BUYUK

Toplam Sembolii

2 "hepsini topla" demektir. Altindaki say1 nereden
baslayacagini, Gstindeki nerede duracagini soyler:

g
> Xj=Xq+ Xy + X3,
i=1

= .. x4 =4 x, =1 X3 =6
Ornek: li¢ zar atisi 1 2 3

S xi=4+1+6=11
i=1

Adil zarda her yizln olasihgi 1/6: § pi=6-1/6 =
i=1
1. Olasiliklarin toplami her zaman 1'dir.

Beklenen deger de bir toplamdir: % X; * Pi-
i=1

Sik hata: Kareyi toplamin disina tasimak. (Z x;)? ile X x;® farkhdir: (4 + 1 + 6)® = 121, ama 4% + 1? + 6°
= 53. Once 2'nin icindeki ifadeyi her i icin hesapla, sonra topla.



TOPLAM VE EN BUYUK

Geometrik Seri ve iskonto Faktorii &

Bir oyun her tur tekrarlaniyor; t tur sonraki kazang 8t

ile carpilir (0 < & < 1): bugtinkt 1 kazang 1, bir tur )
sonraki §, iki tur sonraki 8 degerindedir. Her tur 1
kazanilirsa toplam: 1 + & + 8 + ... = 1/(1 - §). 1z
1/4
1/8
Neden? — 2
S=1+8+8%+..ise85=56+ &+ ..;ckarinca S L S

toplam =1/(1-1/2) =2
-85=1=S=1/(1-29).

Ornek: & = 0,9 ve her tur 3 kazang: 3/(1 - 0,9) =
30.6=1/2vehertur1:1+1/2+1/4 + ... = 2.

Sik hata: ilk terimi unutmak: “bugiinden sonra” baslayan toplam & + & + ... = §/(1 - 8)'dir, 1/(1 - &)
degil. & = 1 icin formul gegersizdir; toplam sinirsiz buyur.



TOPLAM VE EN BUYUK

MaXx ve argmax

max "en blylik deger ka¢?" sorusunu, argmax "en
blylk degeri hangi secenek veriyor?" sorusunu
cevaplar. Oyun kuraminda oyuncu bir deger degil, 5
bir eylem secer; bu ylizden argmax daha sik

kullanihr. 3

Ornek: kart secimi

Dort kapal karttan birini seciyorsun; kartlarin
oddlleri A: 3, B: 7, C: 2, D: 5 jeton.

max{3, 7, 2, 5} = 7 (bir sayi)

argmax = B (bir secenek): "B'yi se¢".

Sik hata: argmax yerine degeri yazmak ("argmax = 7") ya da tersi. ikinci tuzak esitliktir: éddller 3, 7,
2, 7 olsaydi argmax tek bir eleman degil, {B, D} kimesi olurdu; ikisi de en iyi se¢imdir.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Dongiiyle argmax Bulma

> eylem = ["A", "B", "C", "D"]
» kazanc = [3, 7, 2, 7]

» en_iyi = @
for i in range(1, 4):
if kazanc[i] > kazanc[en_iyi]:

# en iyinin indisi

en_iyi =1

print(kazanc[en_iyi], eylem[en_iyi])

7 7
3
2
[ ]
A B C D

Baslangic: ilk karti (A, 3 jeton) en iyi kabul et.

Adim1/6
DEGISKENLER

i ==-)(en_iyi = 0 )( kazanc[en_iyi] =3

CIKTI

Turuncu cubuk: su an bakilan kart. Yesil cerceve: simdiye kadarki en iyi kart.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Dongiiyle argmax Bulma

eylem = ["A", "B", "C", "D"]
kazanc = [3, 7, 2, 7]
en_iyi = @ # en iyinin indisi
» for i in range(1, 4):
> if kazanc[i] > kazanc[en_iyi]:
en_iyi =1
print(kazanc[en_iyi], eylem[en_iyi])

7 7
3
2
[ ]
A B C D

i = 1: kazanc[1] = 7 > 3 mU? Evet.

Adim2/6
DEGISKENLER

i=1)(en_iyi =0 )( kazanc[en_iyi] =3

CIKTI

Turuncu cubuk: su an bakilan kart. Yesil cerceve: simdiye kadarki en iyi kart.



TOPLAM VE EN BUYUK
Izleme: Dongiiyle argmax Bulma

eylem = ["A", "B", "C", "D"] 7 7
kazanc = [3, 7, 2, 7]
en_iyi = 0 # en iyinin indisi 3
for i in range(1, 4): 2
if kazanc[i] > kazanc[en_iyi]: [____ [___1
> en_iyi = i A B C D

print(kazanc[en_iyi], eylem[en_iyi])
en_iyi = 1: yeni en iyi B (7 jeton).

Adim 3 /6

DEGISKENLER

i =1)(en_iyi =1 )( kazanc[en_iyi] =17

CIKTI

Turuncu cubuk: su an bakilan kart. Yesil cerceve: simdiye kadarki en iyi kart.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Dongiiyle argmax Bulma

eylem = ["A", "B", "C",
kazanc = [3, 7, 2, 7]
en_iyi = 0

"D"]

# en iyinin indisi
» for i in range(1, 4):
> if kazanc[i] > kazanc[en_iyi]:
en_iyi =1
print(kazanc[en_iyi], eylem[en_iyi])

Turuncu cubuk: su an bakilan kart. Yesil cerceve:

7 7
3
2
] )
A B C D

i = 2: kazanc[2] = 2 > 7 mu? Hayir, en iyi degismez.

Adim4/6
DEGISKENLER
i=2

en_iyi =1 )( kazanc[en_iyi] =17

CIKTI

simdiye kadarki en iyi kart.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Dongiiyle argmax Bulma

eylem = ["A", "B", "C",
kazanc = [3, 7, 2, 7]
en_iyi = 0

"D"]

# en iyinin indisi
» for i in range(1, 4):
> if kazanc[i] > kazanc[en_iyi]:

en_iyi =1

print(kazanc[en_iyi], eylem[en_iyi])

Turuncu cubuk: su an bakilan kart. Yesil cerceve:

7 7
3
2
] )
A B C D

i = 3:7 > 7 mu? Hayir: esitlikte kesin ">" ilk
bulunani tutar.

Adim5/6
DEGISKENLER
i=3

en_iyi =1 )( kazanc[en_iyi] =7

CIKTI

simdiye kadarki en iyi kart.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Dongiiyle argmax Bulma

eylem = ["A", "B", "C", "D"] 7 7
kazanc = [3, 7, 2, 7]
en_iyi = 0 # en iyinin indisi 3
for i in range(1, 4): 2
if kazanc[i] > kazanc[en_iyi]: [____ [___1
en_iyi =1 A B C D

» print(kazanc[en_iyi], eylem[en_iyi])
max = 7, kod argmax olarak B verir; D de 7 verdigi

icin argmax kiimesi aslinda {B, D}.

Adim6/6

DEGISKENLER

i =3)(en_iyi =1 )( kazanc[en_iyi] =17

CIKTI

Turuncu ¢ubuk: su an bakilan kart. Yesil cerceve: simdiye kadarki en iyi kart.



TOPLAM VE EN BUYUK

Fonksiyonun En Biyiigt: Turev = 0

Secim surekli olunca (iretim miktari q gibi) argmax

tablodan okunmaz. Kazang egrisinin tepesinde B { L
egim sifirdir: tepenin solunda egim arti, saginda
eksidir. Egime tiirev denir: f'(q).
q=2'deegim6
Yeterli kurallar
(99" = k- g< - sabitin tirevi0 - (c-f)' = c- f'-
toplamin tlrevi tlrevlerin toplamidir. , :

Ornek: f(q) = q(10 - q) = 10g - g2 f(q) = 10 - 2q
= 0= q =5, f(5) = 25. ikinci turev " (tiirevin
turevi) egimin nasil degistigini sdyler: f* = -2 < 0,
egim azaliyor, yani nokta bir tepedir.

Sik hata: f' = 0 noktasini hi¢ denetlememek. Bu nokta bir cukur da olabilir; f* < 0 ya da komsu

degerler (f(4) = f(6) = 24 < 25) tepe oldugunu gdsterir. Secim bir aralikla sinirliysa ug noktalara da
bakilr.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Tiirevle En iyi Miktar

q=4u=16 Kar = miktar x fiyat: u(q) = q- (12 -q - ).

Adm1/6

q
0 4 8

Fiyat = 12 — (g + ); g: firmanin, r:
rakibin miktar;; maliyet yok. Grafik
r = 4 icindir.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Tiirevle En iyi Miktar

q=4,u=16 Kar = miktar x fiyat: u(q) =q-(12 -q -r).

Rakip r = 4 Uretirse: u(q) = q(8 - q) = 8q - 4>

Adm2/6

q
0 4 8

Fiyat = 12 — (g + ); g: firmanin, r:
rakibin miktar;; maliyet yok. Grafik
r = 4 icindir.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Tiirevle En iyi Miktar

q=4,u=16 Kar = miktar x fiyat: u(q) =q-(12 -q -r).
Rakip r = 4 Uretirse: u(q) = q(8 - q) = 8q - q°
Turev: u'(q) = 8 - 2q.

Adim3/6

q
0 4 8

Fiyat = 12 — (g + ); g: firmanin, r:
rakibin miktar;; maliyet yok. Grafik
r = 4 icindir.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Tiirevle En iyi Miktar

__a- 4,u =_1_6___ Kar = miktar x fiyat: u(q) =q-(12 -q -r).
Rakip r = 4 Uretirse: u(q) = q(8 - q) = 8q - q°
Tarev: u'(q) = 8 - 2q.
Sifira esitle: 8 -2q=0=>q = 4; kdru4) =4 -4 = 16.

Adm4/6
q

0 4 8

Fiyat = 12 — (g + ); g: firmanin, r:
rakibin miktar;; maliyet yok. Grafik
r = 4 icindir.



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Tiirevle En iyi Miktar

0 4

Fiyat = 12 — (g + ); g: firmanin, r:
rakibin miktar;; maliyet yok. Grafik
r = 4 icindir.

q
8

Kar = miktar x fiyat: u(q) =q-(12 -q -r).

Rakip r = 4 Uretirse: u(q) = q(8 - q) = 8q - q°

Tarev: u'(q) = 8 - 2q.

Sifira esitle: 8 -2 =0=q =4; karu4) =4-4 = 16.
Kontrol: u” = -2 < 0; komsular u(3) =u(5) =15 < 16 v

Adm5/6



TOPLAM VE EN BUYUK

Izleme: Tiirevle En iyi Miktar

0 4 8

Fiyat = 12 — (g + ); g: firmanin, r:
rakibin miktar;; maliyet yok. Grafik
r = 4 icindir.

q

Kar = miktar x fiyat: u(q) =q-(12 -q -r).
Rakip r = 4 Uretirse: u(q) = q(8 - q) = 8q - q°

Tarev: u'(q) = 8 - 2q.

Sifira esitle: 8 -2 =0=q=4; karu4) =4-4 = 16.
Kontrol: u” = -2 < 0; komsular u(3) = u(5) =15 <16 v

Genelr:u'(q) =12 -29-r=0=q = (12 - r)/2. Miktar
negatif olamaz: r > 12 ise en iyisi hi¢ Gretmemektir, yani tam
formul gq*(r) = max{0, (12 - r)/2}. Rakibin her miktarina en
iyi cevabi veren bu formdl, en iyi tepkinin strekli halidir.

Adim6/6



US, LOGARITMA VE TUREV KURALLARI

Us Kurallar ve Kesirli Us

x?, a tam sayiysa x'in a kez kendisiyle carpimidir.
Kurallar: x - x? = x@*P, (x3)b = x@b x0 = 1, x7@ = 1/x3,
x'/2 = Vx. Kesirli s (x%88 gibi) de ayni kurallara uyar.

6rnek X =X
§2-8=8%2"1=1/2,92=v9=35=1. : .1 X05 = vx
Fayda x%88: 100%88 ~ 57,5 ve 200%%8 ~ 105,9. Para
iki katina cikinca fayda 2988 ~ 1,84 katina cikar: Us
1'den kiglkse buyume yavaslar.

Sik hata: Usleri toplamda da toplamak: 2% + 2° = 4 + 8 = 12, ama 2° = 32. Usler yalniz ayni tabanli
carpimda toplanir. Bir de x° = 0 sanmak: x° = 1'dir (x # 0).



US, LOGARITMA VE TUREV KURALLARI
e Sayisi ve Dogal Logaritma In
e = 2,718 Ozel bir tabandir; e her x icin pozitiftir. In
(dogal logaritma) e*in ters islemidir: In(e*) = x ve 'y

> 0icin e"Y = y. Kurallar: In(a- b) = In a + In b, In(a¥)
=k-Ina,In1=0.Turevler: (9" = e* (Inx)' = 1/x.

Ornek

IN8=In23=3-In2=3-0,693 = 2,079; geri
donus: e207° = 8.

Fayda u(x) = In x: servet 10'dan 20'ye ¢ikinca fayda
In20 - In 10 = In 2 = 0,69 artar; 20'den 40'a
cikinca da yine 0,69. u'(x) = 1/x: zenginlestikce ek
liranin faydasi azalr.

Sik hata: In(a + b) =Ina + In b sanmak: In2 + 6) =In8 = 2,08, amaln2 +In6 =1In 12 = 2,48.
Carpimin logaritmasi toplanir, toplaminki degil. In O ve negatif sayilarin In'i tanimsizdir.



US, LOGARITMA VE TUREV KURALLARI

Carpimin Turevi ve Zincir Kurah

Carpim: (f- g)' =f -g + f- g'. Zincir (i ice
fonksiyon): [f(g(x))]' = f'(g(x)) - g'(x); ©nce distakinin

tirevi alinir (icteki oldugu gibi kalir), sonra ictekinin =~ * _{ g=1+2x ]_{ Ing ]_> f
tareviyle carpilir. ic tiirev: g’ = 2 dis tiirev: 1/g

tirev = distakinin tlrevi x ictekinin tirevi

Ornek f=1/(1+2x)-2

Karu(q)=q-(12-qgq-rn:f=q9,g=12-q-ru
=1-(12-q9g-n+qg-(-1) =12 -2q - r;, carpimi
acip turev almak da ayni sonucu verir.

Zincir: [In(1 + 2x)]" = 2/(1 + 2x); (€7 = —-e™% [(1 -
P =2(1-p) (-1)=-2(1-p).

Sik hata: ictekinin tirevini unutmak: (€)' = e yazmak (dogrusu —e™). Carpimda da (f-g)' = f' - g’
yanhstir: (q-q)' =2g,amaf-g'=1-1=1.



US, LOGARITMA VE TUREV KURALLARI

Kismi Tiirev: Diger Degiskenler Sabit

Fonksiyon birden ¢ok degiskene bagliysa (u(qg, r)
gibi), du/aq (partial derivative), r sabit bir sayi gibi
tutularak yalniz g'ya goére alinan tirevdir. Oyunda
her oyuncu yalniz kendi degiskenini secer; bu

r=2:q=5u=25

yuzden kendi degiskenine gore kismi turevi sifira r=4:q=4

esitler. u=1
Ornek 0 4 5 10
ui@ N =ql2-q-n=12q- qz ~ gr: duq/0q = her ricin bir egri; du/dq o egrinin egimi

12 - 2q - r, duy/0r = —q.

Rakibin kariu; = r(12 = q = r): dup/or =12 - g -
2r. ikisi birlikte sifir: 12 - 2g -r=0ve 12 - q - 2r
=0=>q=r=4

Sik hata: Sabit tutulan degiskeni sifir almak ya da onu da turevlemek: d(q - r)/0q = r'dir; Oyada 1 +r
degildir. r sabittir ama sifir degildir.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Olasilik: Sayarak Hesaplamak

Sonuclar esit olasiysa P(olay) = istenen sonug sayisi 1 2 3 4 5 6
/ tim sonug sayisi. Bagimsiz olaylar (birbirini 1
etkilemeyen atislar) icin olasiliklar carpilir. >

Ornekler ’

Zarda cift gelme: {2, 4, 6} - 3/6 = 1/2. z

Iki yazi-turada iki yazi: 1/2 - 1/2 = 1/4. ;

iki zarda en az bir 6: tiimleyenle hesapla. Hic 6
gelmemesi (5/6)-(5/6) = 25/36, o halde 1 — 25/36
= 11/36. Tabloda 11 turuncu hcre.

Sik hata: "iki zarda en az bir 6" icin 1/6 + 1/6 = 12/36 demek. Bu toplam (6, 6) sonucunu iki kez
sayar; dogru cevap 11/36. Olasiliklar ancak olaylar ayni anda olamiyorsa toplanir.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Olasilhik Dagilimi

Olasihk dagilimi, her olasi sonuca bir olasilik yazan bir tablodur. Her olasilik O ile 1 arasindadir ve
hepsinin toplami 1'dir.

Ornek: iki zarin toplami 6

36 esit olasi sonug var. Toplam 7'yi 5 5
veren ciftler (1,6), (2,5), (34), (4,3), (5,2), 4 4

(6,1): P(7) = 6/36. Toplam 2 yalnizca 3 3
H 2
D 1
9 10 11 12

(1,1) ile olur: P(2) = 1/36.
Sik hata: Her toplami esit olasi sanmak (*11 farkli toplam var, her biri 1/11"). Sonuglar (zar ciftleri)

2
Kontrol: 1 +2+3+4+5+6+5+4+ 1 D
3+ 2+ 1 =36, yani toplam olasilik D
2 3

36/36 = 1. 4 5 6 7 8

esit olasidir, toplamlar degil. Cubuklarin Gstiindeki sayilar 36 sonugtan kaginin o toplami verdigini
gosterir.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Kosullu Olasilik: Bilgi Gelince Olasilik Degisir

B olayinin gergeklestigi 6grenilince yalniz B'nin Isik i durumdan birini secer (1/3%r)

icindeki sonuclar kalir. Bu dar diinyada A'nin payi

kosullu olasiliktir: Ayse: Dur Ayse: Dur Ayse: Geg

P(A I B) = P(A n B) / P(B) Bora: Dur Bora: Geg Bora: Dur
A n B: A ve B'nin ikisinin birden gerceklesmesi.

Ayse "Dur"” gordu: ilk iki kutu kalir
Ornek: trafik IS1g1 P(Bora Ge¢ | Ayse Dur) = (1/3)/(2/3) = 1/2

Isik G¢ durumdan birini 1/3 olasilikla secer ve her
surtcuye yalniz kendi isaretini gosterir. Ayse "Dur”
goruyor. P(Ayse Dur) = 2/3, P(Ayse Dur n Bora
Geg) = 1/3.

P(Bora Gec | Ayse Dur) = (1/3) / (2/3) = 1/2.

Sik hata: Bilgiyi yok saymak (“Bora Geg gorur: 1/3") ya da yoni karistirmak. P(A | B) ile P(B | A)
genellikle farkhdir: P(Ayse Dur | Bora Geg) = 1, ama P(Bora Geg | Ayse Dur) = 1/2.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Bayes Kurali: Gézlemden Sonra inanci Giincellemek

Once bir inanc (6n olasilik, P(A)) vardir; bir isaret

a1 . .. . 100 oyuncu
gorilince inang glincellenir (son olasilik, P(A | B)):
02 08
P(A|B) =P(B|A)-P(A) / P(B)
20 agresif 80 sakin
Ornek: biiyiik bahis
0.8 02 02 0.8
Oyuncularin %20'si agresif. Agresif oyuncu buyuk
bahsi 0,8, sakin oyuncu 0,2 olasilikla yapar. Blyuk 16 bilyiik 4 kiiciik 16 bilyilk || 64 kiiciik

bahis goruldi.

P(buylik) =0,8-0,2 + 0,2-0,8 = 0,32 = P(agresif |
buylk) = 0,16 /0,32 = 1/2.

100 kisiyle saymak ayni sonucu verir: 32 buyuk
bahisciden 16's1 agresif.

buylk bahis: 16 + 16 = 32 kisi, 16'sI agresif

Sik hata: On olasiligi unutmak: “Agresifler %80 buytiik bahis yapar, o halde bu oyuncu %80 agresif.
Sakin oyuncular dort kat kalabalik oldugu icin onlarin seyrek buyuk bahsi de toplamin yarisini olusturur.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Beklenen Deger

X, degeri sansa bagli bir sayidir (or. zarin gelen
gert s 9 y ( 9 16 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

yuzl). Beklenen deger, ayni deney ¢ok kez
tekrarlansaydi X'in tur basina ortalamasi olurdu:
X'in alabilecegi her x degerini olasihgiyla carp ve
topla.

E[X]=§X‘P(X=X) 1 2 3 4 5 6

Ornek: adil zar

E[X] = 1-(1/6) + 2-:(1/6) + 3:(1/6) + 4-(1/6) + 5:(1/6)
+ 6:(1/6)

=21/6 =3,5

Sik hata: Beklenen degeri "en olasi sonu¢” ya da "kesin gelecek sonu¢" sanmak. Zarda 3,5 hig
gelmez; 3,5 yalnizca ¢ok sayida atisin ortalamasidir. Kazanci 0 ya da 100 olan bir piyangonun
beklenen degeri 30 olabilir ama piyango hicbir zaman 30 6demez.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Izleme: Piyangonun Beklenen Degeri

> odul = [100, 20, 0] # TL odiil olasilik carpim
> olas = [0-05, 0.25, 0.70] = 0 100 TL 0'05
> E=090 .
for i in range(3): =1 20TL 0,25
E = E + odul[i] * olas[i] -2 0TL 0,70
print("E =", E)
print("net =", E - 12) # bilet 12 TL E=0

Uc &diil ve olasiliklari; toplam olasilik 0,05 + 0,25 +
0,70 = 1. Toplayici E = 0.

Adm1/6
DEGiSKENLER

i=-)(E=0

CIKTI



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Izleme: Piyangonun Beklenen Degeri

odul = [100, 20, 0] # TL odil olasilik carpim
OlaS = [0.65, 0.25, 6.70] |:O 100 TL 0[05 5
E =20
» for i in range(3): i=1 20TL 0,25
> E = E + odul[i] * olas[i] o 0TL 0,70
print("E =", E)
print("net =", E - 12) # bilet 12 TL E=5

100 - 0,05 = 5 eklenir: E = 5.

Adm2/6

DEGiISKENLER

i=0 odul[i] = 100 olas[i] = 0.05
E=5.0
CIKTI



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Izleme: Piyangonun Beklenen Degeri

odul = [100, 20, 0] # TL odil olasilik carpim
OlaS = [0.95, 9.25, 6.79] |:O 100 TL 0'05 5
E =20
» for i in range(3): =1 20 TL 0,25 5
> E = E + odul[i] * olas[i] o 0TL 0,70
print("E =", E)
print("net =", E - 12) # bilet 12 TL E=10

20-0,25 = 5 eklenir: E = 10.

Adm3/6

DEGiISKENLER

i=1)(odul[i] =20 )(olas[i] = 0.25

E =10.0

CIKTI



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Izleme: Piyangonun Beklenen Degeri

odul = [100, 20, 0] # TL odil olasilik carpim
OlaS = [0.95, 9.25, 6.79] |:O 100 TL 0'05 5
E =20

» for i in range(3): i=1 20 TL 0,25 5

> E = E + odul[i] * olas[i] o 0TL 0,70 0
print("E =", E)
print("net =", E - 12) # bilet 12 TL E=10

0-0,70 = 0: bos bilet E'yi degistirmez ama olasiligi
yine sayilir.

Adim4/6

DEGiSKENLER
i=2)(odul[i] =0 )( olas[i] = 0.7

E =10.0

CIKTI



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Izleme: Piyangonun Beklenen Degeri

odul = [100, 20, 0] # TL odil olasilik carpim
OlaS = [0.65, @.25, 6.79] |:O 100 TL 0'05 5
E =20
for i in range(3): i=1 20 TL 0,25 5
E = E + odul[i] * olas[i] -2 0TL 0,70 0
» print(“E =", E)
print("net =", E - 12) # bilet 12 TL E=10

Bir biletin beklenen 6dali 10 TL.

Adm5/6

DEGiISKENLER

i=2)E=10.0

CIKTI

E = 10.0



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Izleme: Piyangonun Beklenen Degeri

odul = [100, 20, 0] # TL odiil olasilik carpim
olas = [0.05, 0.25, 0.70] i-0 100 TL 0,05 5
E =20
for i in range(3): i=1 20 TL 0,25 5
E = E + odul[i] * olas[i] - 0TL 0,70 0
print("E =", E)
» print("net =", E - 12) # bilet 12 TL E=10

Bilet 12 TL: net beklenen kazan¢ 10 - 12 = -2 TL.

Gok kez oynayan, bilet basina ortalama 2 TL
kaybeder.

Adim6/6

DEGiSKENLER

i=2)E=10.0

CIKTI




OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Ornek: Bu Zar Oyunu Oynanir mr?

Panayirda bir oyun: 10 TL 6deyip bir zar atiyorsun. 6 gelirse 40 TL, 5 gelirse 10 TL aliyorsun; baska bir
sayida hicbir sey almiyorsun.

Zar Odiilx  P(x) x - P(x)

6 40 1/6 40/6

5 10 1/6 10/6

1,234 0 4/6 0

Toplam 6/6 =1 50/6 = 8,33
Sonug Ne olsaydi adil olurdu?
Beklenen 6dul = 8,33 TL, giris 10 TL: net = -1,67 6 icin 6dul y olsun: (y + 10)/6 = 10 =y = 50 TL.
TL her oyunda. Risk umursanmiyorsa oynamak Bu, tek bilinmeyenli bir denklemdir.

karh degil.

Sik hata: "Kazanma sansim 2/6, fena degil" diye karar vermek. Kazanma olasiligi tek basina yetmez;
odullerin blyukligi ve giris Ucreti de hesaba girer. Karar, net beklenen degere gore verilir.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Siirekli Dlizgiin Dagihm UJ[O0, 1]

X ~ UI[0, 1], "X, O ile 1 arasinda diizgtin dagilir” diye

okunur: bu araliktaki her deger esit sanshdir. Yogunluk

f(x) = 1 grafigin yuksekligidir; olasilik bu ytksekligin L
altindaki alandir. Sonsuz cok deger oldugu icin tek bir
noktanin olasihgi 0'dir; bir arahigin olasiligr onun alan 0,6
uzunlugudur: P(a < X < b) = b - a, 6zellikle P(X < x) =

yogunluk f(x) = 1

X.
0 0,6 1

. L L. P(X £ 0,6) = taban x ylkseklik = 0,6 x 1
Ornek: rakibin degeri

Rakibin degeri U[O, 1]. 0,6 teklif onu P(X < 0,6) = 0,6
olasilikla geger.

iki bagimsiz rakip: ikisini birden gecmek 0,6 - 0,6 =
0,36.

P(0,2 < X £0,5) = 0,3. Ortalama E[X] = 1/2.

Sik hata: Yogunlugun yuksekligini (1) olasilik sanmak ya da P(X = 0,5)'e pozitif bir deger vermek. Strekli
dagilimda olasilik bir alandtr: taban (aralk) x yukseklik.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Integral: Egri Altindaki Alan

[P f(x) dx, f'nin grafigi altinda a ile b arasindaki
alandir: 2'nin sdrekli hali. Alan ince dikdortgenlere
bolinup toplanir; dikddrtgenler inceldikce toplam
integrale yaklasir.

Ornek

[o! x dx = taban 1, ytkseklik 1 olan Gg¢genin alani =
1/2. Genel olarak [¢° x dx = b%/2.

UI[O, 1] icin olasilik ve beklenen deger birer alandir:
PX <b)=[og°1dx=b,E[X] = [¢"x-1dx=1/2.

7879

513/

151

0
(1/8 + 3/8 + 5/8 + 7/8) -

1
1/4 =1/2

Sik hata: integrali egrinin bir noktadaki yiiksekligi sanmak. [o' x dx sonucu x = 1'deki yiikseklik (1)

degil, birikmis alan olan 1/2'dir; E[X] = [ x - f(x) dx, E[X]

= X x - P(x) formilindn sarekli karsihgidir.



OLASILIK VE BEKLENEN DEGER

Beklenen Deger ve Kuyruk Olasilhigi

P(X > 1), X'in t'yi asma olasiligidir; buna kuyruk
olasihigi denir. X > 0 ise beklenen deger, kuyruk 1
olasiliginin altindaki alandir:

E[X] = fo= P(X > t) dt

PX>t)=1-1t

Ornek alan 1/2
X~U[0,1:PX>t)=1T-t(0<t<1),t>1icinO0.
EIX] = o' (1 - t) dt = taban 1, yikseklik 1 olan
dcgenin alani = 1/2 vV

Tam sayili X icin toplam hali: E[X] = P(X > 1) + P(X >
2)+..Zarda6/6 +5/6 + ..+ 1/6=21/6 =35V

0 1
E[X] =alan=1-1/2=1/2

Sik hata: Yogunlugun altindaki alani beklenen deger sanmak. U[0, 1]'de yogunlugun altindaki alan 1'dir
(toplam olasilik); E[X] = 1/2 ise P(X > t) egrisinin altindaki alandir. Forml yalniz X > 0 icin gecerlidir.



KARISIK STRATEJI

Karisik Strateji Fikri

Kanisik strateji (mixed strategy), oyuncunun kendi
eylemleri tzerine koydugu bir olasilik dagihmidir:
"Hangi hamleyi yapacagimi bir zar/para karar
versin."

Ornek

Zar at: 1-2 - Tas, 3—4 — Kagit, 5-6 — Makas. Bu,
(1/3, 1/3, 1/3) karnisik stratejisidir.

Yazi-tura at, yazida Tas; turada ikinci bir yazi-tura
ile Kagit ya da Makas: (1/2, 1/4, 1/4).

Tek bir eylemi kesin oynamak saf stratejidir: (1, O,
0) = hep Tas.

Esit

Yanh

T1/3

K1/3

M1/3

T1/2

K1/4

M 1/4

her cubugun toplam uzunlugu = 1

Sik hata: Karisik stratejiyi "sirayla degistirmek" sanmak (Tas, Kagit, Makas, Tas, ...). Bu diizen tahmin

edilebilir ve kolayca yenilir. Karisik stratejide her turda tek bir saf hamle oynanir; hangisinin

oynanacag! rastgele secilir.




KARISIK STRATEJI

Karisik Stratejiye Karsi Beklenen Kazang

Bora (1/2 Tas, 1/4 Kagit, 1/4 Makas) oynuyor. Ayse'nin her saf hamlesinin beklenen kazanci:
tablodaki satiri Bora'nin olasiliklaryla ¢arp ve topla.

Ayse | /Bora — Tas (1/2) Kagit (1/4) Makas (1/4) Beklenen kazang

Tas 0 -1 +1 0-1/4+1/4=0
Kagit +1 0 -1 1/2+0-1/4 = 1/4
Makas -1 +1 0 “1/2+1/4+0=-1/4

argmax = Kagit: Tas agirlikli bir rakibe karsi Kagit tur basina ortalama 1/4 puan kazandirr.
Beklenen deger + argmax birlikte "en iyi tepki" verir.

Sik hata: Yalnizca rakibin en sik hamlesine bakmak. Bora (0,4 Tas, 0,25 Kagit, 0,35 Makas) oynasaydi
Tas't yenen Kagit 0,4 — 0,35 = 0,05 getirirdi; Tas ise =0,25 + 0,35 = 0,10 getirir. Her satirin beklenen
degerini hesaplamadan karar verme.



KARISIK STRATEJI

Ustel Oranlar: Logit ve Softmax

Degerleri vy, ..., vi olan seceneklere olasilik
vermenin yumusak yolu softmax'tir: P(i) = ei / by 0,67
eMi. iki secenekte buna logit denir: P(1) = 1/ (1 +
e M1 =vay X > 0 duyarhliktir: A = 0'da hepsi esit, A

1/3 1/3 1/3
blyldikce olasilik argmax'ta toplanir. 0,24

. 0,09
Ornek [

Beklenen kazanglar Tas 0, Kagit 1/4, Makas -1/4 ve Tas Kagnt Makas
A =4:Gsler0, 1, -1. Ox=0 W=
e¥=1,el» 2718 e" = 0,368; toplam = 4,086. P =

(0,24, 0,67, 0,09).

Sik hata: Degerleri dogrudan toplamlarina bélmek (v; / 2 vj). Degerler sifir ya da negatif olabilir: 0 +
1/4 - 1/4 = 0'a bolinemez. e* her zaman pozitif oldugu icin kullanilir; e?/e® = e3P oldugundan tim
degerlere ayni saylyi eklemek olasiliklar degistirmez.



KAZANGC MATRISI

Kazan¢ Matrisini Okumak

Bora (tahmin)

Satirlari satir oyuncusu, siitunlar siitun Kirmizi Siyah
oyuncusu secer; ikisinin kesistigi hticre _
.. . ) v Kirmizi (-3, 3) (1 , -1)
oyunun sonucudur. Hicredeki (a, b): a S
satir, b situn oyuncusunun kazanci. o
z Siyah (1, -1) (-1, 1)

Ornek: Kart Gosterme

Ayse elinde kirmizi ya da siyah bir kart tutar; Bora rengi tahmin eder. Bora kirmiziyi bilirse
Ayse'den 3, siyahi bilirse 1 jeton alir; yanilirsa Ayse'ye 1 jeton verir. (Kirmizi, Kirmizi) = (-3, 3): Ayse
kirmizi tuttu, Bora bildi; Ayse 3 verir, Bora 3 alir. Her hiicrede a + b = 0: oyun sifir toplamhdir.

Sik hata: b sayisini satir oyuncusunun kazanci sanmak ya da Ayse'nin sonucu tek basina sectigini
distnmek. Ayse yalnizca saturt seger; hangi hiicreye diisecegini Bora'nin stitunu belirler.



KAZANGC MATRISI

Matrisi Okuma Alistirmasi

1. Ayse Siyah tutar, Bora "Kirmizi" derse kim kag

Bora (tahmin) jeton ahr?

Kirmizi Siyah 2. Ayse Siyah tutarken Bora'nin alabilecegi

kazancglar hangileri?
Kirmizi (-3, 3) (1, -1)
3. Bora her turda "Kirmizi" diyorsa Ayse hangi karti

tutmali?

Ayse (kart)

Siyah | (1 , -1) (-1, 1) . G
4. Oyunda Ayse'nin alabilecegi en buiytk ve en

klclUk kazang kac?

» Cevaplar goster



KAZANGC MATRISI

Beklenen Kazan¢ Matris—Vektor Carpimidir: x"Ay

Karisik strateji bir olasilik vektorudiir: x = (x1, ..., Xm),
her x; > 0 ve toplami 1. A satir oyuncusunun kazang
matrisi olsun. Ay: A'nin her satirini y ile carp ve topla;
cikan her sayi o satirin y'ye karsi beklenen kazancidir.
x"Ay: bu satir beklentilerini x'in olasiliklariyla tartip
topla. (", x'in satir olarak yazildigini gosterir.)

Ornek: Kart Gosterme (Ayse'nin kazanglar)
A=1[[-3, 1] [1, -1]], Ayse x = (1/2, 1/2), Bora y =
(1/4, 3/4).

Ay = (=3/4 + 3/4,1/4 = 3/4) = (0, =1/2); XAy = V2
0+ (=) = -1/4.

x = (1/2, 1/2)

y = (1/4, 3/4)
1/4 3/4 Ay
172 -3 1 0
1/2 1 -1 -1/2

XAy =Y2-0+ Y2 (-Y2) = -1/4

Sik hata: Ay'yi bulup orada durmak ya da x ile y'yi ters yerde kullanmak. y sttunlari tartar (Ay: her
satirin beklentisi), x de bu satir beklentilerini tartar. Ay'nin en buyuk elemani Ayse'nin y'ye karsi en iyi saf

tepkisini verir.



EN IYi TEPKI

En lyi Tepki

"Rakibin ne yapacagini bilseydim ne yapardim?"

sorusunun cevabi en iyi tepkidir (best response).

Rakibin secimini sabitle, kendi kazanclarina bak,

argmax'| al. Bora (tahmin)
Kirmizi Siyah

Ornek: Kart Gésterme
Kirmizi - (-3, 3 ) (1, -1)

siyah (1), ~1) (-1, 1)

Bora hep "Kirmiz1" der: Ayse'nin sttundaki ilk
sayilari Kirmizi -3, Siyah 1 = en iyi tepki Siyah.

Ayse (kart)

Bora hep "Siyah" der: Kirmiz1 1, Siyah -1 = en iyi
tepki Kirmizi.

Bora karistiriyorsa: her satirin beklenen kazancini
hesapla, blyligunu seg.

Sik hata: En iyi tepkiyi secerken rakibin kazancina (ikinci sayiya) bakmak. Ayse yalnizca kendi
sayllarini karsilastirir. Ayrica en iyi tepki sabit degildir: rakip degisince degisebilir.



EN iYi TEPKi - ON BAKIS

Izleme: 2x2 Matriste En lyi Tepkiler

Bora

Sol Sag

Yukari (1 , 2) (3 , 1)

Ayse

Asagi (2 , 3 ) (0 , 0)

Ayse satin (Yukari/Asagi), Bora sttunu (Sol/Sag) secer. Henliz isaret yok.

Adm1/6



EN iYi TEPKi - ON BAKIS

Izleme: 2x2 Matriste En lyi Tepkiler

Bora

Sol Sag

Yukari (1 , 2) (3 , 1)

Asagi (@,3) (0, 0)

Bora Sol oynarsa Ayse ilk sayilari karsilastirir: Yukari 1, Asagi 2 = Asag@u; 2 isaretlenir.

Ayse

Adm2/6



EN iYi TEPKi - ON BAKIS

Izleme: 2x2 Matriste En lyi Tepkiler

Bora

[od

Sol Sag

Yukari | (1 , 2 ) (@,1)
Asagi (@,3) (0 , 0)

Bora Sag oynarsa: Yukari 3, Asagi 0 = Yukar; 3 isaretlenir.

Ayse

Adm3/6



EN iYi TEPKi - ON BAKIS

Izleme: 2x2 Matriste En lyi Tepkiler

Bora

[od

Sol Sag

Yukari (1 ,@) (@, 1)
Asagi (@,3) (0 , 0)

Ayse Yukari oynarsa Bora ikinci sayilari karsilastirir: Sol 2, Sag 1 = Sol.

Ayse

Adim4/6



EN iYi TEPKi - ON BAKIS

Izleme: 2x2 Matriste En lyi Tepkiler

Bora

Sol Sag

Yukari = ( 1 ,@) (@, 1)
pag | (D). G) (o0 . 0)

Ayse Asagi oynarsa: Sol 3, Sag 0 = Sol. Bora i¢in Sol her durumda daha iyi.

Ayse

Adim5/6



EN iYi TEPKi - ON BAKIS

Izleme: 2x2 Matriste En lyi Tepkiler

Bora

Sol Sag

Yukari = ( 1 ,@) (@, 1)
asag | (D). G) | (0. 0

iki sayisi da isaretli tek hiicre (Asa@n, Sol) = (2, 3): ikisi de en iyi tepkisini oynuyor, kimse
tek basina degistirmek istemez. Bu 6zellige Nash dengesi denir.

Ayse

Adm®6/6



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK
Ikinci Derece Denklem ve Diskriminant
ax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0). Diskriminant A = b? - 4ac

kok sayisini sdyler: A > 0 ise iki kok, A = 0 ise tek
kok, A < 0 ise gergek kok yok. Kokler:

2p* +p -1

x = (-b + VA) / (2a) L12v

Ornek

Bir olasilik p icin 2p® + p — 1 = 0 bulundu. A = 1% -
4-2-(-1)=9,vA=3.
p=(-1x3)/4=>p=1/2yadap=-1.0lasihk 0
ile 1 arasinda olmali: p = 1/2. Kontrol: 2 - 1/4 + 1/2
-1=0V

thik arahgi [0, 1]

Sik hata: —b yerine b yazmak ya da yalniz VA'y1 2a'ya bolmek: kesir ¢izgisi (=b + VvA)'nin tamaminin
altindadir. c negatifken —4ac'nin isaretini kagirmak da sik gorular: burada -4 -2 - (-1) = +8.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK

Iki Bilinmeyenli Dogrusal Denklem

iki bilinmeyen icin iki denklem gerekir: cikararak ya da yerine koyarak biri yok edilir, kalan bulunur, sonra
geri yerine konur.

Ornek: oyun diikkani

2 zar ve 1 deste kart 50 TL, 1 zar ve 1 deste 35 TL. Birer tanesi kac TL?

(M2z+d =50 (2)z+d =35 z zar, d: deste fiyati

Adm1/4

Oyun kuramindaki tipik bigim: olasiliklar x veyicinx +y=1vex =2y =22y +y=1=y=1/3,x = 2/3.

Sik hata: Cikarirken bir tarafi unutmak ya da isareti kaybetmek: (2z + d) — (z + d) isleminde d — d = 0 olur, sag
taraf da 50 - 35 olmalidir. Buldugun degerleri her iki denklemde de kontrol et.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK

Iki Bilinmeyenli Dogrusal Denklem

iki bilinmeyen icin iki denklem gerekir: cikararak ya da yerine koyarak biri yok edilir, kalan bulunur, sonra
geri yerine konur.

Ornek: oyun diikkani

2 zar ve 1 deste kart 50 TL, 1 zar ve 1 deste 35 TL. Birer tanesi kac TL?

(N2z+d=50 (2)z+d =235
M-@):R2z+d)-(@z+d)=50-35=>z=15

Adm2/4

Oyun kuramindaki tipik bigim: olasiliklar x veyicinx +y=1vex =2y =22y +y=1=y=1/3,x = 2/3.

Sik hata: Cikarirken bir tarafi unutmak ya da isareti kaybetmek: (2z + d) - (z + d) isleminde d — d = 0 olur, sag
taraf da 50 - 35 olmalidir. Buldugun degerleri her iki denklemde de kontrol et.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK

Iki Bilinmeyenli Dogrusal Denklem

iki bilinmeyen icin iki denklem gerekir: cikararak ya da yerine koyarak biri yok edilir, kalan bulunur, sonra
geri yerine konur.

Ornek: oyun diikkani
2 zar ve 1 deste kart 50 TL, 1 zar ve 1 deste 35 TL. Birer tanesi kac TL?

(M2z+d=50 (2)z+d =35

M -@):Rz+d) -(z+d)=50-35=>z=15

(2)'de yerine koy: 15 + d =35=d = 20

Adim 3/ 4

Oyun kuramindaki tipik bicim: olasiliklar x vey icinx +y=Tvex =2y =2y +y=1=y = 1/3, x = 2/3.

Sik hata: Cikarirken bir tarafi unutmak ya da isareti kaybetmek: (2z + d) - (z + d) isleminde d — d = 0 olur, sag
taraf da 50 — 35 olmalidir. Buldugun degerleri her iki denklemde de kontrol et.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK

Iki Bilinmeyenli Dogrusal Denklem

iki bilinmeyen icin iki denklem gerekir: cikararak ya da yerine koyarak biri yok edilir, kalan bulunur, sonra
geri yerine konur.

Ornek: oyun diikkani
2 zar ve 1 deste kart 50 TL, 1 zar ve 1 deste 35 TL. Birer tanesi kac TL?

(M2z+d=50 (2Q)z+d =35

M -@):Rz+d) -(z+d)=50-35=>z=15
(2)'de yerine koy: 15 +d =35=d = 20
Kontrol (1):2-15 + 20 = 50 vV

Adim 4/ 4

Oyun kuramindaki tipik bicim: olasiliklar x vey icinx + y = Tvex =2y =2y +y=1=y = 1/3, x = 2/3.

Sik hata: Cikarirken bir tarafi unutmak ya da isareti kaybetmek: (2z + d) - (z + d) isleminde d — d = 0 olur, sag
taraf da 50 - 35 olmalidir. Buldugun degerleri her iki denklemde de kontrol et.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK

Kayitsizhk Fikri

Bir oyuncu iki eylemi arasinda gergekten
kanistinyorsa iki eylem ona esit beklenen
kazang vermelidir; biri daha iyi olsaydi hep onu
oynardi. Buna kayitsizlik denir.

Kart Gosterme'de

Bora "Kirmizi"y1 g olasilikla derse Ayse icin
E[K]=-3g+1-(1-q)=1-4qveE[S]=1"
q-1-(1-g=29-1

g < 1/3: Kirmizi daha iyi. g > 1/3: Siyah daha
iyi. Yalniz g = 1/3'te Ayse kayitsizdir.

E[K] = 1 - 4q

/ﬂ]=2/q—1

1 q = 1/3: kayitsiz

0 1/3 2/3 1

g = Bora'nin “Kirmizi” deme olasiligi

Sik hata: Ayse'nin kendi olasiligini kendi kayitsizlik denkleminden bulmaya ¢alismak. Ayse'nin

kayitsizligi Bora'nin q degerini belirler. Ayse'nin Kirmizi tutma olasiligi p ise p, Bora'yi kayitsiz birakan

denklemden cikar.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK - ON BAKIS
IzZleme: Kayitsizhk Denklemi

Bora "Kirmizi"y1 q, "Siyah"1 1 — q olasilikla desin (toplam 1).

Bora

IIKII IISII
Adim1/5

K|{(=-3,3)(1,-1)

Ayse

S (1,-1)/(-1,1)

p: Ayse'nin Kirmizi tutma
olasiligi. g: Bora'nin "Kirmizi"

deme olasihgi.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK - ON BAKIS
IzZleme: Kayitsizhk Denklemi

Bora Bora "Kirmizi"yi q, "Siyah"i 1 — q olasilikla desin (toplam 1).

ng ngn
Ayse Kirmizi tutarsa: E[K] = -3-gq+1-(1-q)=1-4q

Ki(-3,3) (1,-1)
Adim2/5

Ayse

S (1.,-1)[(-1,1)

p: Ayse'nin Kirmizi tutma
olasiligi. g: Bora'nin "Kirmizi"

deme olasihgi.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK - ON BAKIS
IzZleme: Kayitsizhk Denklemi

Bora "Kirmizi"y1 q, "Siyah"1 1 — q olasilikla desin (toplam 7).

Bora

ng ngn
=-3-g+1-(1-9)=1-4q

Ayse Kirmizi tutarsa: E[K] =
K (-3,3) (1,-1) .
Ayse Siyah tutarsa: E[S]=1-q+(-1)- (1 -q) =2q -1

Ayse

S1C1,-1) (-1, 1) Adm3/5

p: Ayse'nin Kirmizi tutma
olasiligi. g: Bora'nin "Kirmizi"

deme olasiligu.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK - ON BAKIS
IzZleme: Kayitsizhk Denklemi

Bora Bora "Kirmizi"yi q, "Siyah"i 1 — q olasilikla desin (toplam 1).

ng ngn
Ayse Kirmizi tutarsa: E[K] = -3-gq+1-(1-q)=1-4q

K (-3,3) (1,-1) .
Ayse Siyah tutarsa: E[S]=1-q+ (-1)-(1-q9) =2q - 1

Ayse

S C1.-1) (-1, 1) Kayitsizlik: 1 -4gq=2q-1=2=6q=q = 1/3

p: Ayse'nin Kirmizi tutma Adim4/5

olasiligi. g: Bora'nin "Kirmizi"
deme olasiligu.



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK - ON BAKIS

IzZleme: Kayitsizhk Denklemi

Bora

Bora "Kirmizi"y1 q, "Siyah"1 1 — q olasilikla desin (toplam 7).
ng ngn

Ayse Kirmizi tutarsa: E[K] = -3-gq+1-(1-q)=1-4q
K|{(=-3,3)(1,-1)

9>.: Ayse Siyah tutarsa: E[S]=1-q+ (-1)-(1-q9) =2q - 1
<
S (1., -1) (-1, 1) Kayitsizlik: 1 -4q=2q-1=2=6g=>q=1/3
p: Ayse'nin Kirmizi tutma Kontrol: E[KJ =1-4/3 = —.1/3 ve E[S]=2/3-1=-1/3 v Bora
) . ) § g = 1/3 segince Ayse hangi karti tutarsa tutsun ayni beklenen
olasiligi. g: Bora'nin "Kirmizi kazanci alir

deme olasiligu.
Adm5/5



DENKLEMLER VE KAYITSIZLIK

Oyuna Doniis: Tas-Kagit-Makas

Yenilmeyen oynayis var mi? Hep Tas oynayan ne kaybeder?

Evet: (1/3, 1/3, 1/3). Rakip ne oynarsa oynasin Rakibin en iyi tepkisi hep Kagit: tur basina -1.
beklenen kazang 0'dir; 6r. rakip Kagit: 1/3 - (-=1) Daha hafif bir yanlilik da kaybettirir: (1/2, 1/4,
+1/3-0+ 1/3 - (+1) = 0. Uc hamle de kayitsiz 1/4) oynayana karsi Kagit, 1/2 - (=1) + 1/4-0 +
oldugu icin sémurtlecek bir taraf kalmaz. 1/4 - (+1) = =1/4 getirir.

Senin karisimin (T, K, M)  Rakibin en iyi tepkisi Senin beklenen kazancin

(1,0, 0): hep Tas Kagit -1
(172, 1/4,1/4) Kagit -1/4
(1/3,1/3,1/3) hepsi esit 0

insanlar nasil oynuyor? Laboratuvar deneylerinde her hamlenin sikhigi 1/3'e yakin ciksa da ardisik
hamleler bagimsiz degildir: kazanan ayni hamleyi tekrarlamaya, kaybeden hamlesini degistirmeye
egilimlidir (Wang, Xu ve Zhou, 2014). Oriintii 6grenen bir rakip tam olarak bunu sémiirdir.



OYUN AGACI

Oyun Agacini Okumak

Sirali oyunlarda oyun agaci kullanilir: daire icindeki digum siranin kimde oldugunu, dallar
eylemleri, alttaki yapraklar oyun bitince (Ayse, Bora) kazanclarini gdsterir.

Ornek

Ayse kartini saklar ya da g0sterir. Bora,
Ayse'nin ne yaptigini gérerek devam
eder ya da cekilir.

Yol Sakla — Cekil: yaprak (3, 0); Ayse 3,
Bora O alir.

Bora'nin iki digimu vardir; her birinde
ayri karar verir.

(1,2) (3.0) (0,1) (2,3)

Sik hata: Yapraktaki sirayi karistirmak: ilk sayi ilk hamleyi yapan oyuncunun (Ayse), ikinci sayi
Bora'nin kazancidir. Bir de matristen farki unutmak: burada Bora, Ayse'nin hamlesini gortir.



OYUN AGACI

Izleme: Geriye Dogru Cikarim

Sakla Goster

Devam Cekil

(1,2) (3,0) (0,1) (2,3)

Fikir: son hamleyi yapandan basla. Bora'nin her dugimde ne sececegi belli olunca Ayse'nin
karar kolaylasir.

Adim1/5



OYUN AGACI

Izleme: Geriye Dogru Cikarim

Goster

(1.,2)

Devam Cekil Cekil

(1@ (3(0) (0,1) (2,3)

Sakla'dan sonra Bora ikinci sayilari karsilastirir: Devam 2, Cekil 0 = Devam. Bu dugimun
degeri (1, 2).

Adim2/5



OYUN AGACI

Izleme: Geriye Dogru Cikarim

Sakla Goster

(1, (2,3)

Devam Cekil

(1.2) (3,0) (o()) (203

Goster'den sonra Bora: Devam 1, Cekil 3 = Cekil. Bu dugimun degeri (2, 3).

Adm3/5



OYUN AGACI

Izleme: Geriye Dogru Cikarim

Sakla Goster
(1.,2) (2,3)
Devam Cekil Cekil
(1,2) (3,0) (0,1) (2,3)

Ayse kokte, Bora'nin cevaplarini bilerek karsilastirir: Sakla — 1, Gdster — 2 = Goster.

Adm4/5



OYUN AGACI

Izleme: Geriye Dogru Cikarim

Sakla Goster
(1.,2) (2,3)
Devam Cekil Cekil
(1,2) (3,0) (0,1) (2,3)

Sonug yolu: Goster — Cekil, kazang (2, 3). (3, 0) yapragi Ayse icin en blyUk sayidir ama
Bora oraya hi¢ gitmez.

Adim5/5



OYUN AGACI
Bliylime Hizi: O ve O Gosterimi
Bir algoritmanin adim sayisi girdi biytkligu n ile nasil blylr? f(n) = O(g(n)): biytk n igin f,

g'nin bir sabit katini asmaz (Ust sinir). f(n) = ©(g(n)): f, g ile ayni hizda blyr (alttan ve Ustten
g'nin sabit katlari arasinda kalir). Sabit carpanlar ve kiiciik terimler atilir: 3n® + 5n = O(n?).

Ornek

Sira: 1 <loglogn<logn<n<n

log n < n? < 20 n log:logn  log, n n? 2"
Oyun agacinda her digumde 2 dal 16 2 4 256 65.536
varsa ve agacin derinligi d ise 24 256 3 8 65.536 ~ 1077
yaprak vardir: geriye dogru ¢ikarim 65.536 4 16 ~43-10%  cok biiyik
O(2% adim siirer; d = 30'da yaklasik

10°.

Sik hata: O'yu “tam olarak” sanmak: n = O(n?) dogrudur (yalniz Gist sinir), ama n = O(n?) yanlistir. O
ve O buyik n'deki egilimi sdyler; kiiciik n'de ©(n?) bir yéntem O(n) bir ydntemden hizh olabilir.



OZET

Sik Yapilan Hatalar

Konu Hata

Profil (Tas, Kagit) = (Kagit, Tas)

)3 (= x)? = I x?

argmax "argmax = 7"

Olasilik En az bir6: 1/6 + 1/6

Beklenen "E = 3,5 gelecek”

deger

Karisik strateji Sirayla degistirmek

Matris b'yi satir oyuncusuna yazmak

En iyi tepki Rakibin sayisina bakmak

Kayitsizhk p'yi Ayse'nin denkleminden
bulmak

Oyun agaci Kokten baslamak

Dogrusu

Sira 6nemli: dnce Ayse, sonra Bora

Once terimleri hesapla, sonra topla
argmax bir secenektir (B); max degerdir (7)
1-(5/6)° = 11/36

Uzun vadeli ortalama; tek atista gelmeyebilir

Her tur rastgele tek bir saf hamle
(a, b): a satir, b stitun oyuncusunun

Rakibin secimini sabitle, kendi sayilarini
karsilastir

p, Bora'yi kayitsiz birakan denklemden c¢ikar

Yapraktan kdke: dnce son hamle



OZET
Ozet

Gosterim

S1 x Sp: tim profiller;
Uj: i. oyuncunun
kazancl.

Olasilik

Say ve bol;
bagimsizsa carp; P(A |
B) = P(A n B)/P(B).

En iyi tepki
Rakibi sabitle; kendi
kazancinin argmax'i.

2, max, argmax

X: hesapla, topla. max:

deger; argmax: onu
veren segenek.

Beklenen deger
EX] =2 x-PX); X 20
ise E[X] = [ P(X > 1)
dt.

Denklemler

x = (=b + VA)/(2a);
kayitsizlik: eylemler
esit kazang verir.

Us, eveln

Xa'Xb — Xa+b XO =1
In, e‘in tersi; (In x)' =
1/x.

Karisik strateji
Eylemler tzerinde
dagihm; softmax: P(i)
oc eMi,

Geriye dogru
cikarim

Yapraktan koke; sirasi
gelen en iyisini secer.

Tiirev kurallar

(fg)' = f'g + fg'; zincir:
dis x i¢ tlrev; 0u/dq:
digerleri sabit.

Kazang¢ matrisi

(a, b): a satir, b stitun
oyuncusunun kazancl.

Ove©O

loglogn <logn<n
< n? < 2™ sabitler
atilir.



OZET

Kendini Dene

1. iki yazi-tura atiliyor. En az bir yazi gelme olasiligi kac?

2. Bir piyango 0,2 olasilikla 50 TL, 0,8 olasilikla O TL 6duyor; bilet 8 TL. Net beklenen kazang ka¢?
3. Kazanglar Tas: 2, Kagit: -1, Makas: 2. max ve argmax nedir?

4. Bora (1/4 Tas, 1/2 Kagit, 1/4 Makas) oynuyor. Ayse'nin en iyi tepkisi hangi hamle?

5.x+y=1ve3x =yisexvey kactir?

6. Zarin cift geldigi biliniyor. 6 olma olasiligi kag?

7.f(q) = q(6 - q) en bulylk degerini hangi g'da alir?

» Cevaplan goster



Son

Boliim 0: Hazirllkk — Oyun Kurami icin Gerekli Matematik

Kapsanan matematik: kiime ve sayma, X ve seri, Us, e ve In, tlrev kurallar, olasilik ve beklenen deger, softmax,
matris, denklemler, O ve ©
Sonraki bélim: Bolum 1: Karar Kurami
Calisma sorulari - Terim s6zliigu - On kosullar
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